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1 线性方程组的消元解法

1.1 笛卡尔直角坐标系，几何向量及运算

定理 1.1.1. 向量 ~a与非零向量~b平行的充要条件是存在唯一实数 λ使得 ~a = λ~b.

定理 1.1.2. 三维实空间 R3中两个非零向量 ~a = (x1, y1, z1)与~b = (x2, y2, z2)垂直的充分必要条

件是它们的数量积为零，即 ~a ·~b = x1x2 + y1y2 + z1z2 = 0.

1.2 三维实空间的直线和平面方程，几何向量的向量积与混合积

定理 1.2.1 (平面方程). R3中的平面方程都可写成三元一次方程形式如下：

Ax+By + Cz +D = 0 ,

称其为平面的一般方程. 反之，任意一个形如上式的三元一次方程表示空间的一个平面，且其法向

量的坐标分量就是方程中 x, y, z的系数 A,B,C .

定理 1.2.2. 含m个方程的实系数三元一次方程组

a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1 ,

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2 ,

...

am1x1 + am2x2 + am3x3 = bm

的解集合是 m个实三维空间平面的公共交点所成集合，可能的情形为：空集、单点集、一条空间

直线、一个空间平面.

定理 1.2.3. 三维实空间中两个非零向量 a与 b平行的充要条件是

~a×~b = 0 .

定理 1.2.4. 三维实空间中三个向量 ~a,~b,~c共面的充要条件是它们的混合积

(~a,~b,~c) = (~a×~b) · ~c = 0 .

4



推论. 三维实空间中三个向量 ~a = (ax, ay, az),~b = (bx, by, bz),~c = (cx, cy, cz)共面的充要条件是

行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ax ay az

bx by bz

cx cy cz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 .

例 1.2.4. 以不在同一个平面上的空间四点 A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2), C(x3, y3, z3),

D(x4, y4, z4)为顶点的四面体的体积为

V =
1

6

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

x4 − x1 y4 − y1 z4 − z1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

1.3 线性方程组及高斯消元法

定理 1.3.1. 线性方程组的初等变换是同解变形.

1.4 数域、向量与矩阵

1.5 解线性方程组的矩阵消元法

1.6 线性方程组的通解及向量表示

定理 1.6.1. 设线性方程组 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1 ,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2 ,

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

经过矩阵消元算法化为阶梯形，将阶梯形对应的方程组中的恒等式 0 = 0删去，不影响方程组的

解. 设剩下的方程个数为 r̃.
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1. 如果 r < r̃，则方程组无解，此时有矛盾方程.

2. 如果 r = r̃，则方程组有解，此时 r就是具有最简形式的方程组中除去恒等式 0 = 0之后的方

程个数. 其中，当 r = n时方程组有唯一解；当 r < n时方程组有无穷多解，并且通解中有

n− r个独立取值的自由参数.

定理 1.6.2. 齐次线性方程组

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0 ,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0 ,

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0

化为阶梯形后，去掉形如 0 = 0的恒等式，设剩下的方程个数为 r，则方程组有非零解的充要条件

是 r < n.

定理 1.6.3. 如果齐次线性方程组的未知数个数大于方程个数，则齐次线性方程组有非零解，从

而有无穷多组解.

1.7 计算机解线性方程组

2 从数组向量空间到一般线性空间

2.1 空间向量的共线、共面，张成子空间

定义 2.1.1 (张成子空间). 设 ~a,~b是三维实空间中两个非零向量，则

V = {k1~a+ k2~b | k1, k2 ∈ R}

称为由向量 ~a,~b张成的子空间.

定理 2.1.1. 三维实空间中两个非零向量 ~a = (ax, ay, az)与~b = (bx, by, bz)共线的充要条件是

ax
bx

=
ay
by

=
az
bz

.
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注. 如果上式中分母出现 0，则（对应分子只能取 0）应理解为是式子 ax = λbx, ay = λby, az =

λbz. 与上一章中正交概念类似，用乘法比用除法定义相关概念往往易于推广，这种方法将在大学

数学中被用到多次.

推论. 三维实空间中两个非零向量 ~a与 ~b共线的充要条件是存在不全为零的实数 k1, k2，使得

k1~a+ k2~b = 0.

定理 2.1.2. 三维实空间中三个非零向量 ~a,~b,~c共面的充要条件是存在不全为零的实数 k1,k2,k3,

使得

k1~a+ k2~b+ k3~c = 0 .

定理 2.1.3. 三维实空间中两个非零向量 ~a,~b张成的子空间 V 必是一条过原点的直线（当 ~a,~b共

线）或一个过原点的平面（当 ~a,~b不共线），即由原点 O及向量 ~a,~b的终点决定的平面.

2.2 （数组）向量组的线性相关性及判定算法

定义 2.2.1 (线性组合，线性表出，线性表示). 设 α1, α2, · · · , αm, β 都是数域 F 上的 n维数组

向量，如果存在 F 数上的数 k1, k2, · · · , km，使得 β = k1α1 + k2α2 + · · · + kmαm，则称 β 是向量

α1, α2, · · · , αm的线性组合，或称 β 可由向量组 α1, α2, · · · , αm线性表出或线性表示.

定义 2.2.2 (线性相关，线性无关). 设 α1, α2, · · · , αm 是数域 F 上的 m个 n维数组向量，如果

存在数域 F 上的 m个不全为零的数 k1, k2, · · · , km 使得 k1α1 + k2α2 + · · · + kmαm = 0，则称向量

组 α1, α2, · · · , αm是线性相关的. 否则，称向量组 α1, α2, · · · , αm是线性无关的.

定理 2.2.1. 向量组 α1, α2, · · · , αm (m ⩾ 2)线性相关的充要条件是其中至少有一个向量可由其

余m− 1个向量线性表出.

推论. 向量组 α1, α2, · · · , αm (m ⩾ 2)线性无关的充要条件是其中任何向量都不能由其余向量

线性表出.

定理 2.2.2. 若向量组 α1, α2, · · · , αm 线性无关，而向量组 α1, α2, · · · , αm, β 线性相关，则向量

β 可由 α1, α2, · · · , αm线性表出，并且表示法唯一.
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定理 2.2.3. 同维数的列向量组 α1, α2, · · · , αm线性相关的充要条件是用初等行变换化

A = [α1, α2, · · · , αm]

为阶梯形 B 后，B 的非零行数 r < m.

推论. 如果一个向量组中向量的个数m大于向量的维数 n，则该向量组线性相关；特别地，多

于 n个向量组成的 n维向量组必定是线性相关的.

推论. 设矩阵 A = [α1, α2, · · · , αm]经过初等行变换后化为了 B = [β1, β2, · · · , βm] (s ⩽ m− 1)，

则

αj = ki1αi1 + ki2αi2 + · · ·+ kisαis , i1, i2, · · · , is 6= j 当且仅当 βj = ki1βi1 + ki2βi2 + · · ·+ kisβis .

定理 2.2.4. 如果向量组 α1, α2, · · · , αm包含一个子组线性相关，那么 α1, α2, · · · , αm线性相关.

如果向量组 α1, α2, · · · , αm线性无关，那么它的每个子组都线性无关.

定理 2.2.5. 若 F n中向量组 αi = (ai1, ai2, · · · , ain), i = 1, 2, · · · ,m线性相关，则去掉后 r个分

量 (1 ⩽ r < n)后，得到的向量组 βi = (ai1, ai2, · · · , ai n−r), i = 1, 2, · · · ,m也线性相关.

推论. 若 F n 中向量组 αi = (ai1, ai2, · · · , ain), i = 1, 2, · · · ,m线性无关，则在每个向量上任意

增加 r个分量后所得到的向量组 βi = (ai1, ai2, · · · , ai n+r), i = 1, 2, · · · ,m也线性无关.

定理 2.2.6. n维向量空间 F n中必存在 n个线性无关的向量，且 F n中最多存在 n个线性无关

的向量.

定理 2.2.7. 设 α1, α2, · · · , αn 是 n维向量空间 F n 中任意 n个线性无关的向量，则 F n 中任何

一个向量 β 都能够写成 α1, α2, · · · , αn的线性组合的形式

β = x1α1 + x2α2 + · · ·+ xnαn ,

并且其中的系数 x1, x2, · · · , xn由 α1, α2, · · · , αn, β 唯一确定.

命题 2.2.1. 含有零向量的向量组必线性相关.

例 2.2.5. 单个向量 β 组成的向量组线性相关当且仅当 β = 0. 两个（数组）向量 α, β 组成的向

量组线性相关当且仅当对应分量成比例.
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2.3 向量组的等价与秩

定义 2.3.1 (极大线性无关组). 设 V 是数域 F 上的数组向量空间，S 是 V 中的向量组成的向量

组. 如果 S 的子集M = {α1, α2, · · · , αr}线性无关，且将 S 的任意向量 α添加到M 中得到的向量

组 [α1, α2, · · · , αr, α]线性相关，就称M 是 S 的一个极大线性无关组.

定义 2.3.2 (线性组合，线性等价). 设 S1 与 S2 是同一个向量空间 V 中的两个向量组. 如果 S2

中的每个向量都是 S1 中的向量的线性组合，就称 S2 是 S1 的线性组合. 如果 S1 与 S2 互为线性组

合，就称 S1与 S2等价，简称为 S1与 S2等价.

定理 2.3.1. 向量组 S 与它的任一极大线性无关组 S1等价. S 中任意两个极大线性无关组 S1与

S2等价.

定理 2.3.2. 如果向量组 α1, α2, · · · , αm 中的每一个向量均可由向量组 β1, β2, · · · , βn 线性表出，

并且m > n，那么向量组 α1, α2, · · · , αm线性相关.

推论. 如果向量组 α1, α2, · · · , αm的每个向量均可由 β1, β2, · · · , βn线性表出，且 α1, α2,· · · ,αm

线性无关，那么m ⩽ n. 特别地，如果向量组 α1, α2, · · · , αm与 β1, β2, · · · , βn等价，且均线性无关，

那么m = n.

定理 2.3.3. 如果一个向量组 S 中存在一个向量个数为 n的极大线性无关组W，则 S 的任意一

个极大线性无关组所含向量的个数都为 n.

定理 2.3.4. 如果向量组 S2是 S1的线性组合，则 rank S2 ⩽ rank S1. 如果向量组 S1与 S2等价，

那么 rank S2 = rank S1.

定理 2.3.5. 初等行变换不改变矩阵的列秩.

定理 2.3.6. 初等行变换不改变矩阵的行秩.

定理 2.3.7. 初等行变换不改变矩阵的秩.

命题 2.3.1. 向量组 S 的部分组 αi1 , αi2 , · · · , αir 是 S 的极大线性无关组，当且仅当
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1. αi1 , αi2 , · · · , αir 线性无关；

2. S 中的任意向量均可由 αi1 , αi2 , · · · , αir 线性表出.

命题 2.3.2. 设 S是 F 上 n维向量空间 F n的子集，则 S的任意线性无关子集 S0都能扩充为 S

的一个极大线性无关组.

命题 2.3.3. 如果数域 F 上的向量组 S2是 S1的线性组合，S3又是 S2的线性组合，那么 S3是

S1的线性组合.

推论. 如果向量组 S2与 S1等价，S3与 S2等价，那么 S3与 S1等价.

例 2.3.3. 设向量组 α1, α2, · · · , αm的秩为 r，那么 α1, α2, · · · , αm中任意 r个线性无关的向量均

为该向量组的一个极大线性无关组.

例 2.3.4. 由 n 个向量组成的 n 维向量组 α1, α2, · · · , αn 线性无关的充要条件是 n 维基向量组

e1, e2, · · · , en可由 α1, α2, · · · , αn线性表出.

2.4 （数组）向量空间的子空间

定义 2.4.1 (子空间). 数组向量空间 F n的非空子集W 如果满足以下两个条件：

1. ∀u, v ∈ W，有 u+ v ∈ W；

2. ∀u ∈ W,λ ∈ F，有 λu ∈ F ,

则称W 是 F n的子空间，简记为W ⩽ F n. 如果 F n的子空间W1是子空间W2的子集，则称W1是

W2的子空间.

定义 2.4.2 (基). 设W 是 F n的子空间. 如果W 中存在 r个线性无关的向量 α1, α2, · · · , αr，使

得W 中任意向量可由它们线性表出，就称 α1, α2, · · · , αr 为W 的一组基.

定义 2.4.3 (维数，零空间). 设W 是 F n 的子空间. W 的任意一组基中向量的个数 r 是惟一确

定的，称为W 的维数，记为 dimW . 子空间W 的一个特殊情形是W = {0}，它仅由零向量组成，

称为零空间. 我们规定空集合 ∅是零空间的基. 零空间仅有的一个向量 0线性相关，最多只有 0个

向量线性无关，维数为 0.

10



定理 2.4.1. 设W 是 Fn的子空间. M = [α1, α2, · · · , αr]是W 的一组基，则

1. 对W 中任意一个向量 β，β = x1α1 + x2α2 + · · · + xrαr 的系数 x1, x2, · · · , xr 由 β 唯一决定，

数组向量 (x1, x2, · · · , xr)称为 β 在基 α1, α2, · · · , αr 的坐标.

2. W 中任意 r个线性无关的向量都是一组基.

3. W 的任意两组基中所含向量个数相等.

定理 2.4.2. 设 F n的子空间W 的维数为 r，则W 中任意一个线性无关向量组 S都能扩充为W

的一组基，S 所含向量个数都不超过 r. 如果W0是W 的子空间，则W0的任何一组基都能扩充为

W 的基，且 dimW0 ⩽ dimW，W0 = W 当且仅当 dimW0 = dimW .

推论. 设 F n 的子空间W 的维数为 r，则W 中的 r个向量M = [α1, α2, · · · , αr]是W 的一组

基的充分必要条件是M 线性无关.

定理 2.4.3. 设数域 F 上 n元齐次线性方程组的系数矩阵为 A，则它的解空间的维数

dimVA = n− rank A .

命题 2.4.1. 数域 F 上 n元齐次线性方程组的解集W 具有性质：

1. W 至少含有一个零向量 0 = (0, 0, · · · , 0)，即齐次线性方程组必有零解；

2. 对任意 u, v ∈ W，有 u + v ∈ W，即齐次线性方程组任意两个解向量的的和也是这个齐次线

性方程组的解向量；

3. 对任意 u ∈ W,λ ∈ F，有 λu ∈ W，即齐次线性方程组任意一个解向量与数域 F 中一个数的

数乘之积也是这个齐次线性方程组的解向量.

命题 2.4.2. 设 W 是 F n 的子空间，则 W 中任意有限个向量 u1, u2, · · · , uk 的任意线性组合

λ1u1, λ2u2, · · · , λkuk ∈ W，其中 λ1, λ2, · · · , λk ∈ F .

命题 2.4.3. 设 u1, u2, · · · , uk 是 F n 中任意 k个向量，由其生成的子空间W = L(u1, u2,· · · ,uk)

则 dimW = rank [u1, u2, · · · , uk]且 u1, u2, · · · , uk 的任意一个极大线性无关组都是W 的一组基.

例 2.4.1. F n是 F n的最大子空间，{0}是 F n的最小子空间.
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例 2.4.2. 设 u1, u2, · · · , uk 是 Fn中任意 k个向量，令

W = {λ1u1 + λ2u2 + · · ·+ λkuk |λ1, λ2, · · · , λk ∈ F} ,

即W 是由 u1, u2, · · · , uk所有属于 F 的系数的线性组合构成的 F 的子集，那么W 是 Fn的子空间.

2.5 非齐次线性方程组解集的结构

定义 2.5.1 (导出（齐次线性方程）组). 对于非齐次线性方程组

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1 ,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2 ,

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm ,

其中 b1, b2, · · · , bm不全为零，作齐次线性方程组

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0 ,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0 ,

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0 ,

它的系数矩阵与非齐次线性方程组相同，只是将常数项全部换成 0. 这个新方程组称为原方程组的

导出（齐次线性方程）组.

定理 2.5.1. 非齐次线性方程组有解的充分必要条件是其系数矩阵 A的秩与增广矩阵 Ā的秩相

等，即 rank A = rank Ā.

定理 2.5.2. 设 γ0 是数域 F 上的非齐次线性方程组的一个特解，X1, X2, · · · , Xn−r 是其导出组

的一个基础解系. 则非齐次线性方程组的通解为

X = γ0 + t1X1 + t2X2 + · · ·+ tn−rXn−r ,

其中 t1, t2, · · · , tn−r 是 F 中的任意常数.
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定理 2.5.3. 设 V 是数域 F 上的线性空间，S 是 V 的任一非空子集，则 S线性相关当且仅当 S

中某个向量是其余向量的线性组合. 有限向量组 [α1 6= 0, α2, · · · , αk]线性相关当且仅当其中某个 αi

是它前面的向量 αj(j < i)的线性组合.

命题 2.5.1. 讨论非齐次线性方程组与其导出组的解的关系.

1. 非齐次线性方程组的任意两个解 γ1, γ2的差 η = γ1 − γ2是其导出组的解.

2. 非齐次线性方程组的任意一个解 γ与其导出组的一个解 η的和 γ + η仍是非齐次方程组的解.

3. 若 γ0 是非齐次线性方程组的一个固定特解，则非齐次线性方程组的任意一个解 γ 必可写成

γ0与导出组的一个解 η的和 γ = γ0 + η.

2.6 线性空间（或向量空间）

定义 2.6.1 (向量空间). 设 V 是一个非空集合，F 是数域. 在 V 中定义了元素之间的加法和数

乘运算，且满足以下八条运算律，就称 V 为数域 F 上的一个向量空间或线性空间.

1.（结合律）α + β + γ = α + (β + γ), ∀α, β, γ ∈ V；

2.（零元的存在性）V 中存在元素 0，使对任意 α ∈ V 有 α + 0 = α；

3.（负元的存在性）对于 V 中任意 α，存在 V 中元素 β 使得 α + β = 0；

4.（交换律）α + β = β + α, ∀α, β ∈ V；

5.（标量乘法与向量数乘的“结合律”）k(lα) = (kl)α, ∀k, l ∈ F, ∀α ∈ V；

6.（标量加法对数乘的分配律）(k + l)α = kα + lα, ∀k, l ∈ F, ∀α ∈ V；

7.（向量加法对数乘的分配律）k(α + β) = kα + kβ, ∀k ∈ F, ∀α, β ∈ V；

8.（标量单位元与向量的数乘单位律）1α = α, ∀α ∈ V .

定义 2.6.2 (线性组合，线性表出). 设 V 使数域 F 上的线性空间，S 是 V 的任意子集，则 S 的

任一有限子集 S1 = {α1, α2, · · · , αk}的任意线性组合

λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λkαk, λ1, λ2, · · · , λk ∈ F ,

称为 S的一个线性组合. 如果 V 中的向量 β可以写成 V 的子集 S的一个线性组合，则称 β可以由

S 线性表出. S 的全体线性组合构成的集合记作 L(S)，或者 V (S)，或者 span(S).
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定义 2.6.3 (子空间). 设 V 是数域 F 上的线性空间. W 是 V 的非空子集. 如果W 对 V 中的加

法和数乘运算封闭：

1. 对任意 α, β ∈ W，必有 α + β ∈ W；

2. 对任意 α ∈ W,λ ∈ F，必有 λα ∈ W ,

则称W 是 V 的子空间，记作W ⩽ V .

定义 2.6.4 (线性等价). 设 V 是数域 F 上的线性空间，S 与 T 都是 V 的子集. 如果 T 中每个元

素都是 S 的线性组合，就称 T 是 S 的线性组合，如果 S 与 T 互为线性组合，就称 S 与 T 线性等

价等价，不引起混淆时可简称为等价.

定义 2.6.5 (线性相关，线性无关). 设 V 是数域 F 上的线性空间. S是 V 的任意子集，如果对 S

的某个有限子集 S1 = {α1, α2, · · · , αk}，存在不全为 0的数 λ1, λ2, · · · , λk ∈ F 使得 λ1α1 + λ2α2 +

· · ·+ λkαk = 0，就称 S 线性相关. 否则就称 S 线性无关. 规定：空向量组集合线性无关.

定义 2.6.6 (极大线性无关组). 设 V 是数域 F 上的线性空间，S 是 V 的子集. 如果 S 的子集M

线性无关，并且将 S 中的任意向量 α添加在M 上所得的向量组集合 [M,α]线性相关，就称M 是

S 的一个极大线性无关子集，或称为一个极大线性无关部分组，简称为极大线性无关组.

定义 2.6.7 (秩). 如果向量组 S 有一个极大线性无关组中所含向量个数为 r，则 r称为向量组 S

的秩，记作 rank S 或 r(s).

定义 2.6.8 (有限维线性空间，维数，坐标). 设 V 是数域 F 上的线性空间.

1. 如果 V 可以由某个有限子集 S = {α1, α2, · · · , αn}生成，即 V = L(S)，就称 V 是有限维线性

空间. 此时 V 中线性无关的向量个数不超过 n, rank V ⩽ n.

2. 如果 V 中存在 n个线性无关向量，并且任意 n+ 1个向量线性相关，就称 V 的维数为 n，记

为 dimV = n.

3. 如果 V 中存在一组向量 B = {α1, α2, · · · , αn}，使 V 中每个向量 α都能写成 α1, α2, · · · , αn在

F 上的线性组合

α = x1α1 + x1α2 + · · ·+ xnαn ,
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并且其中的系数 x1, x2, · · · , xn 由 α唯一决定，则 B 称为 V 的一组基，α的线性组合表达式

中的系数组成的有序数组 (x1, x2, · · · , xn)称为 α在基 B 下的坐标.

定理 2.6.1. 设 V 是数域 F 上的线性空间，则有

1. V 中的零向量 0是唯一的；

2. ∀α ∈ V，其负向量是唯一的；

3. 0α = 0, k0 = 0, (−1)α = −α；

4. 若 kα = 0，则 k = 0或 α = 0.

定理 2.6.2. 设 V 是数域 F 上的线性空间. S 是 V 的任一非空子集，则 S 线性相关当且仅当 S

中某个向量是其余向量的线性组合. 有限向量组 [α1 6= 0, α2, · · · , αk]线性相关当且仅当其中某个 αi

是它前面的向量 αj(j < i)的线性组合.

定理 2.6.3. 设 V 是数域 F 上的线性空间，V 的有限子集 S2 = {v1, v2, · · · , vs}是 V 的另一子

集 S1 = {u1, u2, · · · , ut}的线性组合. 如果 s > t，则 S2线性相关. 如果 S2线性无关，则 s ⩽ t.

如果线性无关向量组 S1 = {u1, u2, · · · , ut}与 S2 = {v1, v2, · · · , vs}等价，那么它们所含向量个

数 s与 t相等.

如果 V 中的向量组 S 有一个有限的极大线性无关组M = {α1, α2, · · · , αn}，其中所含向量个

数为 r，那么 S 的任意线性无关子集 S1 所含向量个数 s1 ⩽ r；S 的任意线性无关子集可以扩充为

一个极大线性无关组；S 的所有的极大线性无关组所含向量都等于 r.

定理 2.6.4. 设 V 是 F 上的有限维线性空间，且 V 由某个有限子集 S 生成，则

1. S 的极大线性无关组 M = {α1, α2, · · · , αn} 是 V 的一组基. M 也是 V 的极大线性无关组，

dimV = rank V = rank S = |M | = n.

2. V 的子集合M 是 V 的基当且仅当M 是 V 的极大线性无关组.

3. V 的所有的基所含向量个数都相等，等于 dimV .

4. V 的任何一组线性无关向量组 S = {β1, β2, · · · , βm}所含向量个数m ⩽ dimV，S可以扩充为

V 的一组基.

命题 2.6.1. 设 V 是数域 F 上的线性空间. W ⩽ V，则
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1. W 对于 V 的加法和数乘运算构成 F 上的线性空间.

2. 对 V 的任意子集 S，L(S)构成 V 的子空间.

命题 2.6.2. 以下列出线性组合和线性等价的一些性质.

1. 若 T 是 S 的线性组合，则 L(T ) ⊂ L(S).

2. S 与 T 先行等价当且仅当 L(T ) = L(S).

3. 如果 S2是 S1的线性组合，且 S3是 S2的线性组合，则 S3是 S1的线性组合.

4. 如果 S1与 S2线性等价，且 S2与 S3线性等价，你那么 S1与 S3线性等价.

命题 2.6.3. 设M 是 S 的线性无关子集，则M 是 S 的极大线性无关组当且仅当 S 中所有的向

量都是M 的线性组合. 此时M 与 S 等价.

命题 2.6.4. V 的任意子集 S 的任意两个极大线性无关组等价.

命题 2.6.5. 如果向量组 S2 ⊂ L(S1)则 rank S2 ⩽ rank S1. 等价的向量组秩相等.

例 2.6.3. 数域 F 上全体一元多项式

F [x] = {a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n |n ∈ N, ai ∈ F, i = 0, 1, 2, · · · , n} ,

按通常多项式的加法和数乘，构成数域 F 上的一个线性空间.

对于任意取定的自然数 n，在上述相同的线性运算下，次数低于 n的全体多项式

F [x]n = {a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ an−1x

n−1 | ai ∈ F, i = 0, 1, 2, · · · , n− 1} ,

也构成数域 F 上的一个线性空间.

例 2.6.6. 设 V 是有限维线性空间，W ⩽ V . 求证：dimW ⩽ dimV，且 dimW = dimV 当且仅

当W = V .

2.7 线性空间的同构与同态

定义 2.7.1 (同构映射，F–自同构). 设 V1, V2是数域 F 上的两个线性空间，如果存在 V1到 V2的

保持线性运算的一一映射 σ：
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1. σ(α + β) = σ(α) + σ(β), ∀α, β ∈ V1；

2. σ(λα) = λσ(α), ∀α ∈ V1, λ ∈ F .

就称 V1 与 V2 同构（记作 V1
∼= V2），称 σ 是 V1 到 V2 的同构映射，或线性同构，或 F–同构. 如果

V1 = V2，则称 σ为 V1的 F–自同构.

定义 2.7.2 (同态映射，F–自同态). 设 V1, V2都是数域 F 上的线性空间. 如果存在映射 φ : V1 →

V2，满足条件

1. φ(α + β) = φ(α) + φ(β), ∀α, β ∈ V1；

2. φ(λα) = λφ(α), ∀α ∈ V1, λ ∈ F .

就称 φ是 V1到 V2的同态映射，或线性映射，或线性算子，或 F–同态映射. 若 V1 = V2，就称 φ是

V1的自同态映射，或线性变换，或 F–自同态.

定理 2.7.1. 同一数域 F 上同一维数 n的任何两个线性空间相互同构.

命题 2.7.1. 设 σ : V1 → V2是 F 上线性空间之间的同构映射，则

1. σ将 V1的零向量 01映射到 V2的零向量 02；

2. σ将每个 α的负向量映到 σ(α)的负向量：∀α ∈ V1, σ(−α) = −σ(α)；

3. V1的子集合 S 线性相关（无关）当且仅当 σ(S)线性相关（无关）；

4. M 是 V1的基当且仅当 σ(M)是 V2的基；

5. 同构的线性空间维数相等. 如果 V1是有限维线性空间，则 dimV1 = dimV2.

命题 2.7.2. 设 φ : V1 → V2是 F 上线性空间之间的同态映射，则

1. φ将 V1的零向量 01映到 V2的零向量 02；

2. φ将每个 α的负向量映到 φ(α)的负向量：φ(−α)−−φ(α)；

3. V1的子集合 S 线性相关，则 φ(S)相关.

例 2.7.1. 数域 F 上任何一个 n维线性空间 V 必与 F n同构.

例 2.7.4. 设 φ : V1 → V2, α → 0, ∀α ∈ V1，则 φ是同态，它把 V1 中的每一个向量映到 V2 中的

零向量，称为零同态. V1的任何非空子集 S 均被映射到线性相关的子集 {0}.
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例 2.7.5. 令 π : R3 → R3, (x1, x2, x3) → (x1, x2, 0)，则 π是一个线性空间同态，称为投影. 在几

何上表示三维实空间向 xy平面的投影.

2.8 子空间的交与和

定义 2.8.1 (子空间的和). 设 V 是 F 上线性空间，W1,W2, · · · ,Wt是 V 的有限多个子空间，定

义

W1 +W2 + · · ·+Wt = {β1 + β2 + · · ·+ βt | βi ∈ Wi, ∀1 ⩽ i ⩽ t}

成为子空间W1,W2, · · · ,Wt的和.

定义 2.8.2 (子空间的直和). 设W1,W2, · · · ,Wt是线性空间 V 的子空间，W = W1+W2+· · ·+Wt.

如果W 中每个向量的分解式

w = w1 + w2 + · · ·+ wt ∈ W,wi ∈ Wi, 1 ⩽ i ⩽ t

唯一，就称W 为W1,W2, · · · ,Wt的直和，记为W = W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wt，或W = ⊕t
i=1Wi.

定理 2.8.1. 设Wi(i ∈ I, I 是指标集)是数域 F 上线性空间 V 的任意一组子空间，令

U =
⋂
i∈I

Wi = {α |α ∈ Wi, ∀i ∈ I}

是这些子空间的交，则W 是 V 的子空间.

定理 2.8.2. 设W1,W2是 V 的子空间，则

dim(W1 +W2) = dimW1 + dimW2 − dim(W1 ∩W2) .

推论. 设W1,W2是 V 的子空间，则

dim(W1 ∩W2) ⩾ dimW1 + dimW2 − dimV .

推论. dim(W1 +W2) = dimW1 + dimW2当且仅当W1 ∩W2 = {0}.

推论. dim(W1 +W2 + · · ·+Wt) = dimW1 + dimW2 + · · ·+ dimWt当且仅当 (W1 +W2 + · · ·+

Wi) ∩Wi+1 = {0}对 1 ⩽ i ⩽ t− 1成立.
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定理 2.8.3. 子空间的和W1 +W2 + · · ·+Wt是直和当且仅当零向量的分解式唯一.

定理 2.8.4. W1 +W2 = W1 ⊕W2当且仅当W1 ∩W2 = {0}.

推论. W1 +W2 = W1 ⊕W2，当且仅当 dim(W1 +W2) = dimW1 + dimW2.

定理 2.8.5. 设W1,W2, · · · ,Wt是数域F 上有限维向量空间 V 的子空间，则W1+W2+· · ·+Wt =

W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Wt当且仅当 dim(W1 +W2 + · · ·+Wt) = dimW1 + dimW2 + · · ·+ dimWt，且所有

Wi(1 ⩽ i ⩽ t)的基向量的并列向量组组成W1 +W2 + · · ·+Wt的一组基.

推论. W1 +W2 + · · · +Wt是直和当且仅当 (W1 +W2 + · · · +Wi) ∩Wi+1 = 0对 1 ⩽ i ⩽ t− 1

成立.

命题 2.8.1. 设 V 是数域 F 上线性空间，W1,W2, · · · ,Wt是 V 的子空间，则

1. W1 +W2 + · · ·+Wt是 V 的子空间；

2. W1 +W2 + · · ·+Wt是包含W1 ∪W2 ∪ · · · ∪Wt的最小子空间；

3. 取每个Wi(1 ⩽ i ⩽ t)的一组基，则他们声称的子空间等于W1 +W2 + · · ·+Wt；

4. dim(W1 +W2 + · · ·+Wt) ⩽ dimW1 + dimW2 + · · ·+ dimWt.

3 行列式

3.1 n阶行列式的定义

定义 3.1.1 (n阶排列). 由自然数 1, 2, · · · , n组成的一个有序数组称为一个 n阶排列. 记为

(j1j2 · · · jn).

定义 3.1.2 (逆序，偶排列，奇排列). 在一个排列中，若一个较大的数排在一个较小的数前面，

则称这两个数构成一个逆序. 一个排列中所有逆序的总数称为这个排列的逆序数. 用 τ(j1j2 · · · jn)

表示排列 (j1j2 · · · jn)的逆序数. 逆序数时偶数的排列称为偶排列，否则成为奇排列.

定义 3.1.3 (对换). 把一个排列中某两个数 i, j 的位置互换，而其余的数不动，就得到一个新的

排列，称为排列的一次对换，记作 τ(i, j).
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定义 3.1.4 (n阶行列式). 由数域 F 或任意一个具有加减法和乘法的代数结构 R（如整数环 Z，

或多项式环 F [x]等）中的 n2个元素排成 n行 n列，以符号

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

... ... . . . ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
记之，称为 n阶行列式，它是按照下式计算得到的 F 中的一个数值，或 R中的一个元素

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

... ... . . . ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
j1j2···jn

(−1)τ(j1j2···jn)a1j1a2j2 · · · anjn ,

其中
∑

j1j2···jn
表示对 1, 2, · · · , n这 n个数组成的所有排列 (j1j2 · · · jn)求和.

定理 3.1.1. 任一排列经过一次对换，改变排列的奇偶性.

推论. 任何一个 n阶排列都可以通过对换化成标准排列，并且所作对换的次数的奇偶性与该排

列的奇偶性相同.

定理 3.1.2. n阶行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

... ... . . . ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
i1i2···in

(−1)τ(i1i2···in)ai11ai22 · · · ainn ,

其中
∑

i1i2···in
表示对 1, 2, · · · , n这 n个数组成的所有排列 (i1i2 · · · in)求和.

例 3.1.2. n阶三角形行列式的值为主对角线乘积.
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例 3.1.4. n阶准上三角形行列式可以如下计算

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n c11 c12 · · · c1m

a21 a22 · · · a2n c21 c22 · · · c2m

... ... . . . ... ... ... . . . ...

an1 an2 · · · ann cn1 cn2 · · · cnm

0 0 · · · 0 b11 b12 · · · b1m

0 0 · · · 0 b21 b22 · · · b2m

... ... . . . ... ... ... . . . ...

0 0 · · · 0 bm1 bm2 · · · bmm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣
A C

0 B

∣∣∣∣∣∣∣ = |A||B| .

准下三角形类似.

推论. 准对角形有性质

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A1

A2

. . .

As

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= |A1||A2| · · · |As| .

3.2 行列式的性质

定义 3.2.1 (转置行列式). 设A是一个 n阶方阵，按照A中元素的位置组成的行列式记为 detA，

或 |A|，称为方阵 A的行列式. AT 的行列式 detAT 称为 detAT 的转置行列式. 若以 D 来表示行列

式，则 DT表示 D的转置行列式.

命题. 行列式 D与它的转置行列式 DT的值相等，即 D = DT.
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命题. 如果行列式某一行（列）元素有公因数 k，则 k可以提到行列式符号外边. 以行为例，有∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

... ... ... ...

kai1 kai2 · · · kain

... ... ... ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

... ... ... ...

ai1 ai2 · · · ain

... ... ... ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

推论. 如果行列式中某一行（列）元素全为零，那么行列式等于零.

命题. 如果行列式中两行（列）互换，那么行列式值改变一个符号. 以行为例，有

det(asj) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

... ... ... ...

ai1 ai2 · · · ain

... ... ... ...

aj1 aj2 · · · ajn

... ... ... ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

... ... ... ...

aj1 aj2 · · · ajn

... ... ... ...

ai1 ai2 · · · ain

... ... ... ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= − det(bsj) .

推论. 若行列式中有两行（列）相同，则行列式为零.

推论. 如果行列式中两行（列）对应元素成比例，那么行列式的值为零.

命题. 如果行列式某行（列）的个元素都可以写成两数之和，以行为例，设

aij = bij + cij (j = 1, 2, · · · , n) ,
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则此行列式等于两个行列式的和，即∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

... ... ... ...

ai1 ai2 · · · ain

... ... ... ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

... ... ... ...

bi1 bi2 · · · bin

... ... ... ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

... ... ... ...

ci1 ci2 · · · cin

... ... ... ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

命题. 如果将行列式中某行（列）的个元素同乘一数 k后，加到另一行（列）的个对应元素上，

则行列式的值不变. 以行为例，有∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

... ... ... ...

ai1 ai2 · · · ain

... ... ... ...

aj1 aj2 · · · ajn

... ... ... ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

... ... ... ...

ai1 + kaj1 ai2 + kaj2 · · · ain + kajn

... ... ... ...

aj1 aj2 · · · ajn

... ... ... ...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

推论. 利用矩阵的三种初等变换计算 n阶行列式 D 时，不改变 D 的值是否为零的特征. 特别

地，如果 D 6= 0，则 D对应的方阵的秩为 n，即 D的行向量组线性无关，D的列向量组也线性无

关.

3.3 行列式按行按列展开定理

定义 3.3.1 (余子式，代数余子式). 在 n(⩾ 2)阶行列式 D = |aij|n中，去掉元素 Aij 所在的第 i

行和第 j 列，留下的元素按照原来的顺序组成的 n− 1阶行列式称为元素 aij 的余子式，记为Mij .

称 Aij = (−1)i+jMij 为元素 aij 的代数余子式.
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定理 3.3.1. n阶行列式 D = |aij|n等于它的任意一行（列）的个元素与其对应的代数余子式乘

积之和，即

D = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin (i = 1, 2, · · · , n)

或

D = a1jA1j + a2jA2j + · · ·+ anjAnj (j = 1, 2, · · · , n)

定理 3.3.2. D = |aij|n中某一行（列）的各个元素与另一行（对应地，列）的对应元素的代数

余子式乘积之和为零，即

ak1Ai1 + ak2Ai2 + · · ·+ aknAin = 0 (i 6= k) ,

a1kA1j + a2kA2j + · · ·+ ankAnj = 0 (j 6= k) .

3.4 克拉默（Cramer）法则

定理 3.4.1 (克拉默法则). 如果线性方程组

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1 ,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2 ,

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

的系数行列式 D 6= 0，则方程组有唯一解，并且解可以用行列式表示为

x1 =
D1

D
, x2 =

D2

D
, · · · , xn =

Dn

D
.

其中Dj(j = 1, 2, · · · , n)是把系数行列式D中第 j列元素用方程组右端的常数项 b1, b2, · · · , bn代替

后得到的 n阶行列式，即

Dj =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · b1 · · · a1n

a21 a22 · · · b2 · · · a2n

... ... ... ... ... ...

an1 an2 · · · bn · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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定理 3.4.2. 若齐次线性方程组

n∑
j=1

aijxj = 0 i = 1, 2, · · · , n

的系数行列式 D 6= 0，则它只有唯一的零解.

推论. 若齐次线性方程组有非零解，则系数行列式 D = 0.

定理 3.4.3. 若 α1, α2, · · · , αn是数域 F 上的向量空间 F n中的 n个向量，则 [α1, α2, · · · , αn]是

F n的一组基当且仅当以 α1, α2, · · · , αn为列组成的方阵的行列式 D = |α1, α2, · · · , αn| 6= 0.

推论. 设 A是 n阶方阵，则下列论断等价：

1. D = detA 6= 0；

2. A的列向量组线性无关；

3. A的行向量组线性无关；

4. rankA = n.

4 矩阵的代数运算

4.1 矩阵的基本代数运算

定义 4.1.1 (零矩阵). 所有元素都为零的 m × n矩阵 (0)m×n 称为零矩阵，记为 Om×n 或 O. 设

A = (aij)m×n，B = (bij)s×t，则 A = B当且仅当 A与 B的行数和列数都相等且每个元素对应相等，

即m = s，n = t，aij = bij, ∀i ∈ {1, 2, · · · ,m}, j ∈ {1, 2, · · · , n}.

定义 4.1.2 (和，数乘，负矩阵). 设 A = (aij)m×n, B = (bij)m×n ∈ Fm×n, k ∈ F . 则 A与 B 的相

加得到的和矩阵为

A+B = (aij + bij)m×n ;

k与 A的数乘为

kA = (kaij)m×n ;
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A的负矩阵为

−A = (−aij)m×n .

定义 4.1.3 (乘积). 设矩阵 A = (aij)m×k, B = (bij)k×n，令 C = AB = (cij)m×n，其中 cij =

ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ aikbkj =
k∑

t=1

aitbtj (i = 1, 2, · · · ,m; j = 1, 2, · · · , n). C 称为 A与 B 的乘积.

引理 4.1.1. 矩阵乘法满足如下运算规律（假设乘法均有意义）：

1. 结合律 (AB)C = A(BC)；

2. 分配律 A(B + C) = AB + AC, (B + C)A = BA+ CA；

3. k(AB) = (kA)B = A(kB)，k为任意常数.

定理 4.1.1. 设 A,B 均为 n阶方阵，k为常数，则 |kA| = kn|A|，且 |AB| = |A||B|.

命题 4.1.1. Mm×n(F )作为数域 F 的线性空间有一组（自然）基

B = {Eij | i = 1, 2, · · · ,m; j = 1, 2, · · · , n} .

因此，

dimF Fm×n = dimF Mm×n(F ) = m× n .

命题 4.1.2. 设 f(x), g(x)是数域 F 上两个多项式，A,B是两个 n阶方阵。如果 A与 B可交换，

即 AB = BA，则 f(A)g(B) = g(B)f(A). 即同阶方阵 A与 B可交换时，它们的任意两个多项式也

可交换. 特别地，方阵 A的多项式可交换，即 f(A)g(A) = g(A)f(A).

4.2 矩阵的分块运算

引理 4.2.1. 设 n阶准对角形矩阵 A =



A1

A2

. . .

As


, B =



B1

B2

. . .

Bs


，其中子

矩阵 Ai和 Bi(i = 1, 2, · · · , s)为同阶方阵，则有如下性质：
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1. A+B =



A1 +B1

A2 +B2

. . .

As +Bs


；

2. AB =



A1B1

A2B2

. . .

AsBs


；

3. |A| = |A1||A2| · · · |As|.

4.3 可逆矩阵与求逆矩阵的算法

定义 4.3.1 (可逆矩阵). 设 A是 n阶方阵，若有同阶方阵 B，使得 AB = BA = I，则 B称为 A

的逆矩阵，A称为可逆矩阵，或非奇异矩阵.

定义 4.3.2 (伴随矩阵). 设 A = (aij)n×n，Aij 为 A的行列式 |A|中元素 aij 的代数余子式，称

A∗ =



A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

... ... . . . ...

A1n A2n · · · Ann


为矩阵 A的伴随矩阵.

定理 4.3.1. n阶方阵可逆的充分必要条件是 |A| 6= 0，且 A可逆时，有

A−1 =
1

|A|
A∗ .

其中 A∗为 A的伴随矩阵.

推论. 设 A与 B 都是 n阶方阵，若 AB = I，则 A,B 都可逆，且 A−1 = B，B−1 = A.
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推论. 设 A为 n阶方阵，则下列论断等价：

1. A为可逆矩阵；

2. A的列向量组线性无关；

3. A的行向量组线性无关；

4. A的秩 rankA = n.

命题 4.3.1. 若 A是一个 n阶可逆矩阵，则它的逆矩阵是唯一的.

命题. 若方阵 A可逆，则 A−1可逆，且 (A−1)−1 = A.

命题. 若方阵 A可逆，则 A−1可逆，且 (A−1)−1 = A.

命题. 若 n阶方阵 A,B 都可逆，则 AB 可逆，且 (AB)−1 = B−1A−1.

命题. 若方阵 A可逆，则 |A−1| = |A|−1.

命题. 若方阵 A可逆，则 (AT)−1 = (A−1)T.

命题. 若方阵 A可逆，且数 k 6= 0，则 (kA)−1 =
1

k
A−1.

命题. 若方阵 A可逆，且 AB = O，则 B = O.

命题. 若方阵 A可逆，且 AB = AC，则 B = C.

命题. 方阵 A =



A1

A2

. . .

As


为准对角矩阵，设 Ai, i = 1, 2, · · · , s均可逆，则 A可逆，

且

A−1 =



A1

A2

. . .

As



−1

=



A−1
1

A−1
2

. . .

A−1
s


.
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4.4 初等矩阵与初等变换

定义 4.4.1 (初等矩阵). 由单位矩阵 I 经过一次初等变换得到的矩阵称为初等矩阵.

由于矩阵的初等变化有三类，所以对应的初等矩阵也有三类：

1. 交换初等矩阵，即互换 I 的第 i行（列）和第 j 行（列），记为 P (i, j).

2. 倍乘初等矩阵，即用数 k 6= 0乘 I 的第 i行（列），记为 Di(k).

3. 倍加初等矩阵，即用数 k乘 I 的第 j 行（i列）加到第 i行（j 列）上，记为 Tij(k).

我们把 P (i, j), Di(k), Tij(k)分别称为第一、第二、第三类（种）初等矩阵.

定义 4.4.2 (相抵). 设矩阵 A,B ∈ Mm×n(F )，如果矩阵 A经过有限次初等变换化为矩阵 B，则

成 A与 B 等价（或相抵），记为 A ∼= B.

定理 4.4.1. 设 A是一个 m × n矩阵，对 A作一次初等行变换，等于 A左乘一个相应的 m阶

初等矩阵；对 A作一次初等列变换，等于 A右乘一个相应的 n阶初等矩阵.

定理 4.4.2. 任意一个m× n矩阵 A必可经有限次初等变换（包括行变换与列变换）化为Ir O

O O

 ,

其中 r = rankA，Ir 是单位矩阵. 上式称为 A的等价（相抵）标准形.

推论. 对任意m× n矩阵 A，必有m阶初等矩阵 P1, P2, · · · , Ps，n阶初等矩阵 Q1, Q2, · · · , Qt

使得

PsPs−1 · · ·P2P1AQ1Q2 · · ·Qt−1Qt =

Ir O

O O


为 A的等价标准形.

推论. 对m× n矩阵 A，必存在m阶可逆矩阵 P 与 n阶可逆矩阵 Q，使得

PAQ =

Ir O

O O


为 A的等价标准形.
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推论. 若 A为 n阶可逆矩阵，则 A ∼= I .

推论. 可逆矩阵必是一些初等矩阵的乘积.

定理 4.4.3. 设矩阵 A,B ∈ Mm×n(F )，则 A ∼= B当且仅当存在m阶可逆矩阵 P 与 n阶可逆矩

阵 Q，使得

PAQ = B .

推论. 设矩阵 A,B ∈ Mm×n(F )，则 A ∼= B 的充要条件是 A,B 有同一个标准形.

命题 4.4.1. 1. 初等矩阵的转置矩阵仍为同类型的初等矩阵；

2. 初等矩阵都是可逆矩阵，且它们的逆矩阵仍为初等矩阵，且

(P (i, j))−1 = P (i, j), (Di(k))
−1 = Di(k

−1), (Tij(k))
−1 = Tij(−k) .

例 4.4.4. 设 A,B,C,D均为 n阶方阵，且 AC = CA，则∣∣∣∣∣∣∣
A B

C D

∣∣∣∣∣∣∣ = |AD − CB| .

4.5 矩阵的秩的第二种定义

定义 4.5.1 (k阶子式). 设 A为一个m× n矩阵. 在 A中人去（第 i1, i2, · · · , ik行共计）k行，任

取（第 j1, j2, · · · , jk 列共计）k列，且 1 ⩽ k ⩽ min{m,n}，由这些行列交叉处的 k2个元素按原来

的顺序构成的 k阶行列式，称为 A的一个 k阶子式，记作

A

i1 i2 · · · ik

j1 j2 · · · jk

 .

定义 4.5.2 (秩). 若在m× n矩阵 A中，有一个 r阶子式不为零，而所有的 r+ 1阶子式（若存

在的话）都为零，或不存在 r + 1阶子式，则称 r为矩阵 A的秩，记为 rankA = r. 若不存在非零

子式，则该矩阵为零矩阵，且秩为 0.

定理 4.5.1. n阶方阵 A的秩为 n的充要条件是 n为可逆矩阵.
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定理 4.5.2. 初等变换不改变矩阵的秩.

推论. 矩阵 A的秩 rankA等于 A的行秩和列秩.

定理 4.5.3. 两个m× n矩阵 A与 B 等价的充要条件是 rankA = rankB.

定理 4.5.4. 设 A为m× n矩阵，P 和 Q分别是m阶和 n阶可逆矩阵，则

rankA = rankPA = rankAQ = rankPAQ .

命题 4.5.1. 设 G =

A O

O B

，其中 A为m× n矩阵，B 为 p× q矩阵，则

rankG = rankA+ rankB .

命题 4.5.2. 设 A,B 均为m× n矩阵，则 rank (A+B) ⩽ rankA+ rankB.

命题 4.5.3. 设 A,B 分别为m× n和 n× s矩阵，则

rank (AB) ⩽ min{rankA, rankB} .

例 4.5.2. 设 A,B 分别为m× n和 n× s矩阵，则

rankA+ rankB ⩽ n+ rank (AB) .

4.7 矩阵的广义逆矩阵

定义 4.7.1 (广义逆矩阵). 设 A为数域 F 上的m× n矩阵，如果矩阵 X ∈ F n×m满足下列矩阵

方程组 

AXA = A (P1)

XAX = X (P2)

(AX)H = AX (P3)

(XA)H = XA (P4)

则称 X 为 A的广义逆矩阵（A的摩尔–彭罗斯（Moore–Penrose）逆矩阵），并记为 A†，称以上方

程组为广义逆矩阵方程组.
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定义 4.7.2 (弱广义逆矩阵). 设 A为数域 F 上的m× n矩阵，如果矩阵 X ∈ F n×m满足广义逆

矩阵方程组中的 k个方程 (k = 1, 2, 3, 4)，则称 X 为 A的弱广义逆矩阵.

定理 4.7.1. 设 A是数域 F 上的 m × n矩阵，A的广义逆矩阵 A† 存在且唯一，即广义逆矩阵

方程组有唯一解.

定理 4.7.2. 设 A为数域 F 上的m× n矩阵，则 A的广义逆矩阵 A†具有下列性质：

1. (A†)† = A；

2. (AT)† = (A†)T，(AH)† = (A†)H；

3. (AHA)† = A†(AH)†，(AAH)† = (AH)†A†；

4. (λA)† = λ†A†，其中 λ† = λ−1(λ 6= 0)，λ† = 0(λ = 0)；

5. A† = (AHA)†AH = AH(AAH)†；

6. AA† = (AAH)†AAH，A†A = (AHA)†AHA；

7. 若 A有满秩分解 A = BC，则 A† = C†B†.

定理 4.7.3. 设 A为数域 F 上的 m × n矩阵，A− 是一个 A|1| 类中的弱广义逆矩阵，则对于任

意使得线性方程组 AX = b 有解的 b，X = A−b 必是一个解. 反之，若对于任意使得线性方程组

AX = b有解的 b，X = Gb是一个解，则 G必是 A|1|类的一个弱广义逆矩阵.

推论. A|1|类中弱广义逆矩阵 A−一般不唯一.

定理 4.7.4. 设 A为数域 F 上的m× n矩阵，A = Pm×m

Ir O

O O


n×m

Qn×n，其中 Pm×m, Qn×n

分别是 m阶，n阶可逆方阵，则任意一个 A− 必形如 G = (Qn×n)
−1

 Ir G12

G21 G22


n×m

(P−1
m×m)，换

言之，

A|1| =

Qn×n

 Ir G12

G21 G22


n×m

P−1
m×m |G12 ∈ Mr×(m−r)(F ),

G21 ∈ M(n−r)×m(F ), G22 ∈ M(n−r)×(m−r)(F )
}
.
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推论. 设A为数域F 上的m×n矩阵，A|1|类中弱广义逆矩阵A−唯一存在⇔A的秩 r = n = m

⇔ A为可逆 n阶方阵.

定理 4.7.5. 设 A为数域 F 上的m× n矩阵，A = Pm×m

Ir O

O O


m×n

Qn×n，其中 Pm×m, Qn×n

分别为 m阶，n阶可逆方阵，A− = (Qn×n)
−1

Ir O

O O


n×m

(Pm×m)
−1 ∈ A|1|，Y 是任意 n ×m矩

阵，则 A|1|中任意矩阵具有形式 G = A− + Y − A−AY AA−.

定理 4.7.6. 设 A为数域 F 上的m×n矩阵，A−是 A|1|类中任意取定的一个弱广义逆矩阵，则

A|1|中任意矩阵 G具有形式

G = A− + Y − A−AY AA− .

命题 4.7.1. 设 A =

Ir O

O O

，则

A|1| =


 Ir G12

G21 G22

 |G12 ∈ Mr×(m−r)(F ), G21 ∈ M(n−r)×m(F ), G22 ∈ M(n−r)×(m−r)(F )

 ,

即任意一个 A−具有形状

 Ir G12

G21 G22

.

5 数域上的一元多项式

5.1 多项式的定义和运算

定义 5.1.1 (多项式). 设 F 是任一数域，x是一个字母（称为不定元或未知元），n是任意非负

整数，a0, a1, · · · , an ∈ F，称形如

a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n

的表达式为域 F 上的一个（一元）多项式. 其中 akx
k 称为这个多项式的 k次项，ak 称为 k次项的

系数. 如果 an不为零，则称最高此项 anx
n为这个多项式 f(x)的首项，称 an为首项系数，称 n为
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f(x)的次数，记为 deg f(x)或 ∂f(x). 如果首项系数为 1，就称这个多项式为首一多项式. 上式中

没有写出次数 k > n的项，这些项的系数都等于 0. 我们把所有系数都为 0的多项式称为零多项式，

记为 0. 零多项式的次数规定为 −∞.

数域 F 上的所有多项式所成集合记为

F [x] = {a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n | n ∈ N, ai ∈ F, i = 0, 1, 2, · · · , n} .

复数域、实数域、有理数域上的全体多项式分别记为

C[x],R[x],Q[x] ,

其中的多项式分别被称为复系数多项式、实系数多项式、有理系数多项式.

引理 5.1.1. F [x]中的任何一个多项式 f(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n 的线性表出式具有唯一性，

即如果 f(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bmx
m是其另一种表出式，则 ak = bk 对所有非负整数 k成立.

引理 5.1.2. ∀f(x), g(x) ∈ F [x],−f(x) = (−1)f(x), f(x)− g(x) = f(x) + (−g(x)).

引理 5.1.3. f1(x)f2(x) = 0 ⇔ f1(x) = 0或 f2(x) = 0.

引理 5.1.4. 在 F [x]中，如果

f(x)g(x) = f(x)h(x), f(x) 6= 0,

则

g(x) = h(x) .

引理 5.1.5. ∀f(x), g(x) ∈ F [x]，

deg(f(x) + g(x)) ⩽ max{deg f(x), deg g(x)}

deg(f(x)g(x)) = deg f(x) + deg g(x) .

定理 5.1.1 (带余除法). 如果 f(x), g(x) ∈ F [x], f(x) 6= 0，则存在唯一的一对 q(x), r(x)满足

f(x) = q(x)g(x) + r(x), deg r(x) < deg g(x) .
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命题 5.1.1. 在数域 F 上的一元多项式环 F [x]中，下列性质成立

1. 如果 f(x)|g(x)且 g(x)|f(x)，则 f(x) = cg(x)对 F 中某个非零常数 c成立.

2. 如果 f(x)|g(x)且 g(x)|h(x)，则 f(x)|h(x).

3. 如果 f(x)同时整除 g1(x), g2(x), · · · , gk(x)，则 f(x)整除任意的

u1(x)g1(x) + u2(x)g2(x) + · · ·+ uk(x)gk(x)

其中 u1(x), u2(x), · · · , uk(x) ∈ F [x].

6 线性空间的线性变换

6.1 空间的旋转与反射变换

定理 6.1.1. 设直线 L与 x轴正向的夹角为 θ(x ⩽ θ ⩽ π)，R2上的点（向量）对 L的反射变换

ω等于先做一次相对于 x轴的反射变换，再做一次逆时针旋转 2θ角的变换的合成.

定理 6.1.2. 若空间 R3中变换 σ, τ 分别有矩阵表达式

σ


x

y

z

 = A


x

y

z

 , τ


x

y

z

 = B


x

y

z

 ,

其中 A,B 为三阶方阵，则先作 σ再作 τ 的合成变换 τ · σ有矩阵表达式

(τ · σ)


x

y

z

 = BA


x

y

z

 ,

换言之，τ · σ的矩阵等于 τ 的矩阵 B 左乘 σ的矩阵 A的乘积矩阵 BA.

6.2 线性映射与线性变换

定义 6.2.1 (线性映射，线性变换). 设 U, V 是数域 F 上的线性空间，σ是 U 到 V 的一个保持线

性运算的映射，即对 ∀α ∈ U，存在唯一的元素 σ(α) ∈ V 与之对应，且满足 ∀α, β ∈ U, k ∈ F有：
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1. σ(α + β) = σ(α) + σ(β)；

2. σ(kα) = kσ(α).

则称 σ为 V 的一个线性映射或线性算子或 F –同态. 如果 U = V，此时 σ是 U 到 V 自身的线

性映射，我们称 σ为 U 上的一个线性变换或 F –自同态. 通常用希腊字母 σ, τ, ρ, · · · 表示线性映射

（线性变换）.

注. 如果 U 和 V 不同，两个等式

σ(α + β) = σ(α) + σ(β), σ(kα) = kσ(α) ,

两边的加法和数乘分别是 U, V 中的加法和数乘.

注. 线性变换与数域有关.

定义 6.2.2 (数乘). 设 σ, τ 是线性空间 U 到 V 的两个线性映射，即 σ, τ ∈ L(U, V ) = Hom(U, V )，

令

(σ + τ)(α) = σ(α) + τ(α), (kσ)(α) = kσ(α) (∀α ∈ U, k ∈ F) .

并分别称为 σ与 τ 的和，数 k与 σ的数乘.

定义 6.2.3 (乘积). 设 σ, τ 是线性空间 U 上的两个线性变换，即 σ, τ ∈ L(U) = End(U)，令

(στ)(α) = σ[τ(α)], ∀α ∈ U

称为线性变换 σ和 τ 的乘积或复合.

定义 6.2.4 (逆变换). 设 σ是线性空间 U 上的线性变换，若存在 U 上的线性变换 τ 使得

στ = τσ = Id ,

则称 σ为可逆线性变换，τ 称为 σ的逆变换，记为 σ−1.

定义 6.2.5 (线性映射在基下的矩阵). 在取定 n维线性空间 U 的一组基 ε1, ε2, · · · , εn及m维线

性空间 V 的一组基 η1, η2, · · · , ηm后，线性映射 σ : U → V 把 ε1, ε2, · · · , εn映射到 V 中的一组向量
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σ(ε1), σ(ε2), · · · , σ(εn)，在式

(σ(ε1), σ(ε2), · · · , σ(εn)) = (η1, η2, · · · , ηm)



a11 a21 · · · an1

a12 a22 · · · an2

... ... . . . ...

a1m a2m · · · anm


= (η1, η2, · · · , ηm)Am×n

中 σ(ε1), σ(ε2), · · · , σ(εn)由 η1, η2, · · · , ηm 表示的表出矩阵 A = (aij)m×n 称为 σ 在基 ε1, ε2, · · · , εn

和 η1, η2, · · · , ηn下的矩阵.

定义 6.2.6 (线性变换在基下的矩阵). 在取定 n维线性空间 U 的一组基 ε1, ε2, · · · , εn 后，U 上

的线性变换 σ把 ε1, ε2, · · · , εn变为 σ(ε1), σ(ε2), · · · , σ(εn)，由式

(σ(ε1), σ(ε2), · · · , σ(εn)) = (ε1, ε2, · · · , εn)



a11 a21 · · · an1

a12 a22 · · · an2

... ... . . . ...

a1n a2n · · · ann


= (ε1, ε2, · · · , εn)An×n

给出的 n阶方阵 An×n称为线性变换 σ在基 ε1, ε2, · · · , εn下的矩阵.

定理 6.2.1. 设 σ, τ ∈ L(U, V ) = Hom(U, V )，则 σ + τ, kσ ∈ L(U, V ) = Hom(U, V ).

定理 6.2.2. 设 σ, τ ∈ L(U) = End(U)，则 σ与 τ 的乘积 στ ∈ L(U) = End(U).

注. 线性变换的乘法不满足交换律. 即一般地，στ 6= τσ.

定理 6.2.3. 设 U 和 V 分别是数域 F上的 n维和 m维线性空间，ε1, ε2, · · · , εn 是 U 的一组基，

则有

1. 如果两个线性映射 σ : U → V 和 τ : U → V 在这组基上的作用相同，即

σ(εi) = τ(εi), i = 1, 2, · · · , n ,

那么 σ = τ .
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2. 对 V 中任意 n个元素 α1, α2, · · · , αn，必有线性映射 σ : U → V 使

σ(εi) = αi, i = 1, 2, · · · , n .

定理 6.2.4. 取定 n 维线性空间 U 下的一组基 ε1, ε2, · · · , εn 及 m 维线性空间 V 下的一组基

η1, η2, · · · , ηm后，每个 U → V 线性映射 σ ∈ L(U, V ) = Hom(U, V )按式

(σ(ε1), σ(ε2), · · · , σ(εn)) = (η1, η2, · · · , ηm)Am×n

唯一地对应到它的矩阵，反之每个 m × n矩阵 A也按着同一个式子给出 U → V 的唯一线性映射

σ. 即那个式子建立了 L(U, V ) = Hom(U, V )与Mm×n(F)之间的一一对应，这个对应具有以下性质

（其中（1）（2）表明线性空间 Hom(U, V )同构与Mm×n(F)，即 Hom(U, V ) ∼= Mm×n(F))：

1. 线性映射的和对应矩阵的和，即若 σ, τ 的矩阵分别是 A,B，则 σ + τ 的矩阵是 A+B；

2. 线性映射的数乘对应矩阵的数乘，即若 σ的矩阵是 A，则对任意数 k ∈ F，kσ的矩阵是 kA.

3. ∀α ∈ U，若 α 在 ε1, ε2, · · · , εn 下的坐标为 X，那么有 σ(α) 在 η1, η2, · · · , ηm 下的坐标为

Y = AX . 反过来，如果 ∀α ∈ U, α = (ε1, ε2, · · · , εn)X, σ(α) = (η1, η2, · · · , ηm)AX，那么则有

(σ(ε1), σ(ε2), · · · , σ(εn)) = (η1, η2, · · · , ηm)A.

定理 6.2.5. 设 ε1, ε2, · · · , εn 是 n维线性空间 U 的一组基，在这组基下，每个线性变换按其定

义式给出 U 上的唯一线性变换 σ. 其式子建立了 L(U) = End(U) 与 Mn(F) 之间的一一对应，且

具有以下性质（性质（1）和（2）表明线性空间 End(U) ≇ Mn(F)，性质（1）—（3）表明代数

End(U) ≇ Mn(F)，性质（4）表明 Aut(U) ∼= GLn(F).）

1. 线性变换的和对应矩阵的和；

2. 线性变换的乘积（即复合）对应矩阵的乘积；

3. 线性变换的数乘对应矩阵的数乘；

4. 可逆线性变换对应可逆矩阵，且逆变换对应逆矩阵.

命题 6.2.1. 设 σ是线性空间 U → V 的线性映射，则 ∀α, αi ∈ U, k ∈ F, i = 1, 2, · · · ,m，有

1. σ(0) = 0；

2. σ(−α) = −σ(α)；
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3. σ(k1α1 + k2α2 + · · · kmαm) = k1σ(α1) + k2σ(α2) + · · ·+ kmσ(αm)；

4. 若 α1, α2, · · · , αm线性相关，则 σ(α1), σ(α2), · · · , σ(αm)线性相关.

注. 线性变换都是线性映射，故对于线性空间 U 上的线性变换，以上命题依然成立.

注. 平移变换（即取定 α ∈ U, ∀β ∈ U, β 7→ β + α）不是线性变换.

命题 6.2.2. 设 σ是线性空间 U 上的可逆线性变换，则 σ的逆变换 τ 是唯一的.

6.3 线性映射与线性变换在不同基下的矩阵

定义 6.3.1 (过渡矩阵).

(β1, β2, · · · , βn) = (α1, α2, · · · , αn)



P11 P12 · · · P1n

P21 P22 · · · P2n

... ... . . . ...

Pn1 Pn2 · · · Pnn


= (α1, α2, · · · , αn)P

式中给出的方阵 P 称为从基 α1, α2, · · · , αn到基 β1, β2, · · · , βn的过渡矩阵.

定义 6.3.2 (相似). 设 A,B为数域 F上的两个 n阶矩阵，若存在数域 F上的 n阶可逆矩阵 P 使

P−1AP = b ,

则称矩阵 A与 B 相似，记为 A ∽ B.

定理 6.3.1. 有限维线性空间的两组基之间的过渡矩阵是可逆方阵.

定理 6.3.2. 设 α1, α2, · · · , αn 与 β1, β2, · · · , βn 是线性空间 U 的两组基. 再假设 P 是从一组基

α1, α2, · · · , αn到另一组基 β1, β2, · · · , βn的过渡矩阵，设 α ∈ U 在两组基下的坐标分别是

X =



x1

x2

...

xn


, Y =



y1

y2

...

yn


,
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则 X = PY，即 

x1

x2

...

xn


=



p11 p12 · · · p1n

p21 p22 · · · p2n

... ... . . . ...

pn1 pn2 · · · pnn





y1

y2

...

yn


.

定理 6.3.3. 两个m× n矩阵 A,B等价（相抵）的充要条件为 A,B是同一线性映射 σ : U → V

在两对不同的基 (I), (II)及 (I)′, (II)′ 下的矩阵. 如果 (I)到 (I)′ 的过渡矩阵是 P，(II)到 (II)′ 的过渡

矩阵是 Q，则有 B = Q−1AP .

推论. 任取线性映射 σ : U → V，存在 U 的基 (I) : α1, α2, · · · , αn和 V 的基 (II) : β1, β2, · · · , βm，

使得 σ在基 (I), (II)下的矩阵为

S =

Ir O

O O

 ,

即

σ(αi) = βi, 1 ⩽ j ⩽ r ⩽ min{m,n}; σ(αj) = 0, r + 1 ⩽ j ⩽ n .

定理 6.3.4. 设有限维线性空间 U 上的线性变换 σ 在两组基 ε1, ε2, · · · , εn 和 η1, η2, · · · , ηn 下的

矩阵分别为 A和 B，从基 ε1, ε2, · · · , εn到 η1, η2, · · · , ηn的过渡矩阵为 P，则 B = P−1AP .

定理 6.3.5. 1. 若 P−1A1P = B1, P
−1A2P = B2，则 P−1(A1 + A2)P = B1 +B2；

2. 若 A ∽ B，则 kA ∽ kB，对任意 K ∈ F成立；

3. 若 P−1A1P = B1, P
−1A2P = B2，则 P−1(A1A2)P = P−1A1PP−1A2P = B1B2. 特别地，若

A ∽ B，则 Ar ∽ Br，其中 r为任意正整数；

4. 若 A ∽ B，f(λ)使数域 F上的一个多项式，则 f(A) ∽ f(B).

定理 6.3.6. 设 A ∽ B，则有

1. rankA = rankB；

2. |A| = |B|；

3. A与 B 的可逆性相同. 当它们都可逆时还有 A−1 ∽ B−1.
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命题 6.3.1. 方阵之间的相似关系满足下列三个性质：

1. 反身性：对任意 n阶方阵 A，有 A ∽ A；

2. 对称性：若 A ∽ B，则 B ∽ A；

3. 传递性：若 A ∽ B，且 B ∽ C，则 A ∽ C.

6.4 线性映射及线性变换的像与核

定义 6.4.1 (像、核). 设 σ : U → V 是 F上线性空间之间的线性映射. 集合

σ(U) = {σ(α)|α ∈ U}

称为 σ的像，也称为 σ的值域，记作 Imσ. 集合

σ−1(0) = {α ∈ U |σ(α) = 0}

称为映射 σ 的核，记作 Kerσ. 即有 Kerσ ↪→ U ↠ Imσ ↪→ V，其中前后两个映射箭头都表示嵌入

映射，即任意元素映射到自己；中间的映射是 σ从 U 到 Imσ的满射.

定义 6.4.2 (映射的秩). 线性映射 σ : U → V 的像 Imσ的维数称为 σ的秩，记作 rankσ.

定理 6.4.1. 设 σ : U → V 是数域 F上的有限维线性空间的线性映射，rankσ = r, n = dimU,m =

dimV，则

dimU = rankσ + dimKer σ ,

且存在 U 的基M1 = {α1, α2, · · · , αn}和 V 的基M2 = {β1, β2, · · · , βm}，使 σ 在基M1,M2 下的矩

阵为 Ir

O

 ∈ Fm×n .

推论. 设 σ是 n维线性空间 U 上的线性变换，则有

dimσ(U) + dimσ−1(0) = dim Im σ + dimKer σ = rankσ + dimKer σ = n = dimU .

命题 6.4.1. 任意线性映射 σ : U → V 的像 Imσ和核 Kerσ分别是 V 和 U 的子空间.
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命题 6.4.2. 设 σ : U → V 在 U 的基M1 和 V 的基M2 下的矩阵，将每个 α ∈ U 在基M1 下的

坐标记为 σ1(α)，每个 β ∈ V 在基M2下的坐标记为 σ2(β)，则 σ1 : U → Fn×1和 σ2 : V → Fm×1都

是线性空间之间的同构映射. 记 A的各列以此为 A1, A2, · · · , An，则

σ2(Imσ) = {AX|X ∈ Fm×1} = L(A1, A2, · · · , An)

就是 A的列向量生成的子空间（即 A的列向量的所有线性组合集），维数等于 A的列秩 rankA. 由

于 σ2是同构映射，

rankσ = dim Im σ = dimσ2(Imσ) = rankA ,

又由于 σ2(Kerσ) = {X|X ∈ Fn×1, AX = O} = VA，因此

dimKer σ = dimσ1(Kerσ) = dimVA .

命题 6.4.3. 线性映射 σ : U → V 是单射的充要条件是 Kerσ = {0}.

推论. 线性映射 σ : U → V 是可逆映射当且仅当 Kerσ = {0}且 Imσ = V .

命题 6.4.4. 设 σ : U → V 是有限维空间之间的线性映射，则 σ 是双射的充要条件是以下三个

条件中的任意两个条件同时成立：

1. dimU = dimV = n；

2. Kerσ = {0}；

3. Imσ = V .

推论. 设 σ是 n维空间 U 上的线性变换，则以下三个论断等价：

1. σ是可逆变换；

2. σ是单射；

3. σ是满射.

6.5 商空间

略.
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6.6 特征值与特征向量

定义 6.6.1 (可对角化). 设 σ是数域 F上 n维线性空间 U 上的一个线性变换，如果存在 U 的一

组基 α1, α2, · · · , αn使得 σ在这组基下的矩阵为对角形，则称 σ是在 F上可对角化的线性变换，简

称为 σ可对角化.

设 A是数域 F上的 n阶方阵. 如果存在 F上可逆矩阵 P 使得

P−1AP =



λ1

λ2

. . .

λn


, λi ∈ F, i = 1, 2, · · · , n ,

则称 A是在 F上可相似对角化的方阵，简称为 A可对角化.

定义 6.6.2 (特征值、特征向量). 设 σ是数域 F上线性空间 U 上的一个线性变换，如果对于数

域 F中某个数 λ0，存在一个 U 中的非零向量 α，使得

σ(α) = λ0α ,

则称 λ0为 σ的一个特征值，称 α为 σ的属于特征值 λ0的一个特征向量.

设 A是属于 F上的 n阶方阵，如果存在属于 F中的某个数 λ0，以及 O 6= X ∈ Fn×1，使得

AX = λ0X ,

则称 λ0为 A在 F上的一个特征值，称 X 为 A的属于特征值 λ0的一个特征向量.

定理 6.6.1. 设 σ是属于 F上 n维线性空间 U 的一个线性变换，则 σ可对角化的充要条件是 σ

有 n个线性无关的特征向量组成 U 的一组基. 数域 F上 n阶矩阵 A可对角化的充要条件是 A有

n 个线性无关的特征向量 α1, α2, · · · , αn，使得 αi 是属于 λi 的特征向量，i = 1, 2, · · · , n. 此时取

P = (α1, α2, · · · , αn)，即有 P−1AP = diag (λ1, λ2, · · · , λn).

定理 6.6.2. 若 α1, α2, · · · , αs是 A的属于 λ的特征向量，则 λα1, λα2, · · · , λαs的任何非零线性

组合 k1λα1 + k2λα2 + · · ·+ ksλαs = λ(k1α1 + k2α2 + · · ·+ ksαs) = λβ也是 A的属于 λ的特征向量.
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6.7 特征多项式、特征子空间与相似对角化、不变子空间

定义 6.7.1 (特征子空间、几何重数、代数重数). 设 λi ∈ F是矩阵 A ∈ Fn×n的特征值，则

Vλi
= {X ∈ Fn×1|(A− λiI)X = O} = {X ∈ Fn×1|AX = λiX} = VA−λiI

是 U 的子空间，称为 A的属于特征值 λi的特征子空间.

设 λi ∈ F是线性变换 σ : U → U 的特征值，则

Vλi
= {alpha ∈ U |σ(α) = λiα} = Ker (σ − λiId)

是 U 的子空间，称为 σ的属于特征值 λi的特征子空间.

设 A是线性变换 σ : U → U 在某一组基下的矩阵，λi是 σ的特征值，则 σ的属于 λi的特征子

空间的所有向量的坐标组成的集合就是矩阵 A的属于 λi的特征子空间. 特征值 λi的特征子空间的

维数 dimVλi
= mi称为 λi的几何重数.

在复数域上，设

fA(λ) = |λIn − A| = λn − tr (A)λn−1 + · · ·+ (−1)n|A|

= (λ− λ1)(λ− λ2) · · · (λ− λn)

= (λ− λ1)
n1(λ− λ2)

n2 · · · (λ− λt)
nt ,

其中最后一个等式是 A 的特征多项式的标准分解式，λi, i = 1, 2, · · · , t 是其全部不同的特征值，

(λ− λi)
n的指数 ni称为 λi的代数重数.

定义 6.7.2 (不变子空间). 设 σ ∈ EndF (V )，W ⩽ V . 若 σ(W ) ⊂ W，则称W 是 σ 的不变子空

间，简称为 σ –子空间.

定义 6.7.3 (线性变换在不变子空间上的限制). 设 σ ∈ EndF (V )，W 是 σ –子空间，把 σ 看作

W 上的一个线性变换，称作 σ在不变子空间W 上引起的线性变换，或称作 σ在不变子空间W 上

的限制，记作 σ|W . 换句话说，∀ξ ∈ W,σ|W (ξ) = σ(ξ)，而 ∀ξ /∈ W，σ|W (ξ)无定义.

定理 6.7.1. 若 n阶方阵 A在数域 F上有 n个特征值（重根按重数计），则 A的全体特征值之

和等于 A的迹 trA. A的全体特征值之积等于 A的行列式 |A|.
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推论. n阶复方阵 A的全体特征值之和是 trA，A的全体特征值之积为 |A|.

推论. n阶复方阵 A可逆的充要条件是 A的特征值全不为零.

定理 6.7.2. 若 n 阶可逆矩阵 A 有 n 个两两不等的特征值 λ1, λ2, · · · , λn，则 A−1 的特征值为

1/λ1, 1/λ2, · · · , 1/λn.

定理 6.7.3. 若 n阶矩阵 A与 B 相似，则 A与 B 的特征多项式相等，即

fA(λ) = |λI − A| = fB(λ) = |λI − B| ,

从而 A与 B 有相同的特征值、相同的迹和行列式.

定理 6.7.4. 线性变换 σ : U → U 的属于不同特征值 λi(1 ⩽ i ⩽ t)的特征子空间 Vλi
的和是直

和.

推论. ∀1 ⩽ i ⩽ t，设 dimVλi
= mi，(αi1, αi2, · · · , αimi

)是 Vλi
的一组基，则各特征子空间 Vλi

的基Mi所含向量共同组成的集合 S = {aij|1 ⩽ i ⩽ t, 1 ⩽ j ⩽ mi}包含m1 +m2 + · · ·+mt个线性

无关的特征向量，是 σ的特征向量集合的一个极大线性无关向量组. U 的线性变换 σ可对角化当且

仅当 σ的各特征子空间 Vλi
的维数之和等于 dimU .

推论. 如果 σ的所有特征值都是单根并且在 F中，则 σ在 F上可对角化.

命题 6.7.1. σ(W = L(α1, α2, · · · , αs)) ⊂ W ⇔ σ(αi) ⊂ W, i = 1, 2, · · · , s.

命题 6.7.2. 1. 任何子空间W ⩽ V 都是数乘变换 Λ（即 Λ : V → V, α 7→ λα 6= (∀α ∈ V )）的

不变子空间.

2. 由 σ 的特征向量生成的子空间是 σ –子空间. 特别地，由 σ 的一个特征向量生成的子空间是

一维 σ –子空间. 同理可证 σ−1(0)是 σ –子空间.

推论. 设 σ ∈ EndF (V ), f(x) ∈ F[x]，则 σf(σ) = f(σ)σ，且 (f(σ))(V ), (f(σ))−1(0)都是 σ –子

空间.

命题 6.7.3. 设 σ ∈ EndF (V )，则 σ 在某组基下的矩阵为准对角矩阵当且仅当 V 可分解为一些

σ –子空间的直和.
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6.8 最小多项式

定义 6.8.1 (零化多项式、最小多项式). 设 A ∈ Fn×n. 如果非零 λ ∈ F[λ]满足 f(A) = O，就称

f(λ)是 A的零化多项式. A的所有零化多项式中次数最低的首一多项式称为 A的最小多项式，记

作 dA(λ).

设 σ ∈ EndF (V )，如果非零 f(λ) ∈ F[λ]满足 f(σ) = 0，就称 f(λ)是 σ的零化多项式. σ 的所

有零化多项式中次数最低的首一多项式称为 σ的最小多项式，记作 dσ(λ).

定义 6.8.2 (幂零). 如果存在正整数 k使 Ak = O对方阵 A成立，就称 A是幂零的.

推论. 若 A是幂零的，则 A只有唯一的特征值 0.

推论. 设 σ ∈ End(V ), dimV < +∞，则 fσ(σ) = 0.

定理 6.8.1. 设 f(λ)是方阵 A的零化多项式，dA(λ)是 A的最小多项式，则 f(λ)是 dA(λ)的倍

式，dA(λ)由 A唯一决定.

定理 6.8.2. 复方阵 A可对角化的充要条件是 A的最小多项式没有重根.

定理 6.8.3. C上的 n阶方阵 A必相似于一个上三角形矩阵 B =



b11 b12 · · · b1n

0 b22 · · · b2n

0 0
. . . ...

0 0 · · · bnn


，其中 B

的主对角线元就是 A的全体特征值，并且这些特征值可以按照预先指定的顺序排列.

推论. 设 σ是 n阶复线性空间 V 中的线性变换，则存在 V 的基使 σ在这组基下的矩阵为上三

角形矩阵，其主对角线元是 σ的全体特征根，并且可以按预先指定的任意顺序排列.

定理 6.8.4 (凯莱—哈密顿定理). A ∈ Fn×n的特征多项式

φA(λ) = |λI − A| = λn − c1λ
n−1 + · · ·+ (−1)ncn

是 A的零化多项式，即

φt(A) = An − c1A
n−1 + · · ·+ (−1)ncnI = O .
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推论. A的最小多项式 dA(λ)是特征多项式 ϕA(λ)的因式. 如果

ϕA(λ) = (λ− λ1)
n1(λ− λ2)

n2 · · · (λ− λt)
nt ,

其中 λ1, λ2, · · · , λt是 A的全部不同的特征值，则 A的最小多项式 dA(λ)为

dA(λ) = (λ− λ1)
k1(λ− λ2)

k2 · · · (λ− λt)
kt , 1 ⩽ ki ⩽ ni, ∀1 ⩽ i ⩽ t .

6.9 若尔当形矩阵简介

定义 6.9.1 (若尔当块、若尔当形). 设 a是任意复数，m是任意正整数，形如

a 1 0 · · · 0

a 1 · · · 0

. . . . . . ...

a 1

a


m×m

的 m阶方阵称为若尔当块，记作 Jm(a)，其中 m表示它的阶数，a是它的对角线元，也就是它的

特征值. 如果一个方阵 J 是准对角矩阵，并且所有的对较块都是若尔当块，就称这个准对角矩阵为

若尔当形矩阵.

注. 每个复数 a都可以看作一阶的若尔当块 J1(a). 每个对角矩阵



λ1

λ2

. . .

λn


都可以看

作由一阶若尔当块 J1(λ1), J1(λ2), · · · , J1(λn)组成的准对角矩阵，因此都是若尔当形矩阵.

定义 6.9.2 (若尔当标准形). 设 A为 n阶复方阵，则于 A相似的若尔当形矩阵 J 称为 A的若尔

当标准形. J 不计主对角线小块的顺序由 A唯一决定.

定理 6.9.1. 设复方阵 A 相似于若尔当形矩阵 J(∃P, P−1AP = J)，则对于 A 的每个特征值

λi(1 ⩽ i ⩽ t)，可以通过等式 rank (J − λiI)
k(∀正整数 k) 确定 J 中属于特征值 λi 的各若尔当块

Jmi1
(λi), Jmi2

(λi), · · · , Jmiki
(λi)的阶mi1,mi2, · · · ,miki，从而确定 J . 步骤如下：
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1. 令 rk = rank (A− λiI)
k = rank (P−1(A− λiI)P )k = rank (J − λiI)

k，并约定 r0 = n.

2. 计算 dk = rk−1 − rk, ∀k ⩾ 1，则 dk ⩾ dk+1.

3. 计算 δk = dk − dk+1, ∀k ⩾ 1.

4. J 中的阶为 k的若尔当块 Jk(λi)共有 δk 个.

推论. 如果复方阵 A相似于若尔当形矩阵 J，则除了各若尔当块的排列顺序可以任意改变，J

由 A唯一确定.

定理 6.9.2. 设 A为m阶复方阵，则 A必相似于一个若尔当形矩阵 J .

7 线性变换在二次型化简中的应用

7.1 空间二次曲面及分类

定义 7.1.1 (二次曲面). 令 F (x, y, z) = a11x
2+a22y

2+a33z
2+2a12xy+2a13xz+2a23yz+2a14x+

2a24y + 2a34z + a44，这里系数是任意给定的实数，且二次项的系数不全为零. 在直角坐标系下，方

程 Σ : F (x, y, z) = 0所代表的曲面称为二次曲面.

7.2 n元二次型及其矩阵表示

定义 7.2.1 (二次型). 设 F是数域，系数在 F中的关于 n个变元 x1, x2, · · · , xn 的二次齐次多项

式

f(x1, x2, · · · , xn) = a11x
2
1+2a12x1x2+ · · ·+2a1nx1xn+a22x

2
2+2a23x2x3+ · · ·+2ana2an+ · · ·+annx

2
n

称为数域 F上的一个 n元二次型，在不会引起混淆时简称为二次型，并简记作 f . 当 F是实数域 R

或复数域 C时，分别称之为实二次型或复二次型.

定义 7.2.2 (二次型的矩阵、二次型的秩). 设二次型 f(x1, x2, · · · , xn)，令 A是由二次型的系数

aij 组成的矩阵，则 A = (aij)n×n是对称的，称为二次型 f(x1, x2, · · · , xn)的矩阵，A的秩称为二次

型 f(x1, x2, · · · , xn)的秩.
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定义 7.2.3 (二次型的线性变换). 设 x1, x2, · · · , xn 和 y1, y2, · · · , yn 是两组变元，系数在数域 F

上的一组关系式 

x1 = c11y1 + x12y2 + · · ·+ c1nyn ,

x2 = c21y1 + x22y2 + · · ·+ c2nyn ,

...

xn = cn1y1 + xn2y2 + · · ·+ cnnyn ,

称为由 x1, x2, · · · , xn到 y1, y2, · · · , yn的一个线性替换（线性变换）. 它可写成矩阵式

X = CY ,

其中

X =



x1

x2

...

xn


, C =



c11 c12 · · · c1n

c21 c22 · · · c2n

... ... . . . ...

cn1 cn2 · · · cnn


, Y =



y1

y2

...

yn


.

若系数矩阵 C 是可逆矩阵，即 |C| 6= 0，则称此线性变换为可逆（或非退化）线性变换.

定义 7.2.4 (矩阵的相合). 设 A,B 是数域 F上的两个 n阶方阵，若存在 F上的可逆方阵 C 使

B = CTAC ,

称 A与 B 是相合的矩阵，记为 A ∼= B.

定义 7.2.5 (标准二次型). 只含平方项的二次型 f(x1, x2, · · · , xn) =
n∑

i=1

dix
2
i 称为标准二次型. 如

果可逆线性变换X = CY 把二次型 f = XTAX 化成了标准的二次型 g =
n∑

i=1

diy
2
i，则称 g为 f 的一

个标准形.

命题 7.2.1. 数域 F上的二次型 f 可以经过可逆线性替换化为二次型 g，当且仅当 f 的矩阵 A

与 g的矩阵 B 相合.
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7.3 化二次型为标准形

定理 7.3.1. 数域 F上的任意一个二次型 f 可以经过可逆线性替换化为标准形

d1y
2
1 + d2y

2
2 + · · ·+ dny

2
n .

推论. 数域 F上的任意一个对称矩阵必相合于 F上一个对角矩阵，即对数域 F上的任意对称

矩阵 A，必存在数域 F上的可逆矩阵 C，使得 CTAC 成为数域 F上的对角矩阵.

定理 7.3.2. 数域 F上的任意对称矩阵 A都可以经由一系列初等变换化为标准形，只要在每次

初等行变换后进行一次同样的初等列变换.

7.4 正定二次型与正定矩阵

定义 7.4.1 (正定二次型、正定矩阵). 设 f(x1, x2, · · · , xn) = f(XT) = XTAX 为 n元实二次型.

若 ∀XT = (c1, c2, · · · , cn) ∈ Rn\{0}，二次型的值

f(c1, c2, · · · , cn) > 0

总成立，则称实二次型 f(x1, x2, · · · , xn)为正定二次型，相对应的实对称矩阵 A称为正定矩阵.

注. 正定矩阵只对实对称矩阵定义.

定义 7.4.2 (顺序主子式). 设 n阶矩阵 A =



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

... ... . . . ...

an1 an2 · · · ann


，则 A的左上角 k× k子矩阵

的行列式

Jk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1k

a21 a22 · · · a2k

... ... . . . ...

ak1 ak2 · · · akk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, k = 1, 2, · · · , n

称为 A的 k阶顺序主子式.
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定义 7.4.3 (（半）正（负）定矩阵（二次型）、不定矩阵（二次型）). 设 f(x1, x2, · · · , xn) = XTAX

为 n元实二次型.

1. 如果 ∀(c1, c2, · · · , cn) ∈ R\{0}，都有 f(c1, c2, · · · , cn) ⩾ 0，则称 f 为半正定二次型，对应的

实对称矩阵 A称为半正定矩阵；

2. 如果 ∀(c1, c2, · · · , cn) ∈ R\{0}，都有 f(c1, c2, · · · , cn) < 0，则称 f 为负定二次型，对应的实

对称矩阵 A称为负定矩阵；

3. 如果 ∀(c1, c2, · · · , cn) ∈ R\{0}，都有 f(c1, c2, · · · , cn) ⩽ 0，则称 f 为半负定二次型，对应的

实对称矩阵 A称为半负定矩阵；

4. 若 f 非半正定，也非半负定，则称 f 为不定二次型，相应的矩阵 A称为不定矩阵.

定理 7.4.1. 二次型的正定性经过可逆线性替换后保持不变.

推论. 设 n阶实对称矩阵 A与 B相合，即有 n阶可逆方阵 C 使得 B = CTAC，则 A为正定矩

阵当且仅当 B 为正定矩阵. 换言之，相合的实对称矩阵具有相同的正定性.

推论. n阶实对称矩阵 A为正定矩阵的充要条件是它相合于单位矩阵 I .

推论. 实对称矩阵 A为正定矩阵的充要条件是存在可逆矩阵 C 使得 A = CTC.

推论. 正定矩阵的行列式大于 0.

注. 行列式大于零的实对称矩阵并不一定是正定的. 如矩阵

A =

−1 1

1 −2

 , B =


−1

−1

1


的行列式都是大于零的，但是 A与 B 都不是正定的.

定理 7.4.2. 实对称矩阵 A正定的充要条件是 A的所有顺序主子式全大于零.

定理 7.4.3. 设 f(x1, x2, · · · , xn) = XTAX 是 n元实二次型，A是相对应的实对称矩阵，则下列

断言等价：
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1. A是半正定矩阵（即 f(x1, x2, · · · , xn) = XTAX 是半正定二次型）；

2. 有实可逆矩阵 P，使 P TAP =



d1

d2

. . .

dn


= B 为对角形，且 di ⩾ 0, i = 1, 2, · · · , n；

3. 有实矩阵 C（不一定可逆），使 A = CTC.

7.5 相合不变量

定义 7.5.1 (正（负）惯性指数、符号差). 实二次型 f 的规范形中正平方项的个数 p称为 f 的正

惯性指数，负平方项的个数 r− p称为 f 的负惯性指数，二者之差 p− (r− p) = 2p− r称为 f 的符

号差.

定理 7.5.1. 任意一个 n元复二次型 f(x1, x2, · · · , xn)必可由可逆线性替换化为规范形

z21 , z
2
2 , · · · , z2r ,

且规范形由 f 的秩 r惟一确定.

推论. C上任一个对称矩阵 A必相合于一个形如

Ir O

O O

的对角矩阵，且 r = rankA. 所以，

两个复对称矩阵相合的充要条件是它们的秩相等.

定理 7.5.2 (惯性定理). 任意一个实二次型 f 经过可逆线性替换可化为规范形，且规范形唯一.

定理 7.5.3. 任一实对称矩阵 A必相合于一个下述形状的对角矩阵 B =


Ip

−Ir−p

O

其中
B 的主对角线上 1的个数 p及 −1的个数 r − p（r是 A的秩）都是唯一确定的.

推论. 两个 n元实对称矩阵相合的充分必要条件为它们有相同的秩和相同的正惯性指数（或相

同的负惯性指数，或相同的符号差）.

推论. 实数域 R上所有 n阶对称矩阵按是否相合分为
1

2
(n + 1)(n + 2)类，属于同一类的彼此

合同，属于不同类的互不合同.
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8 欧几里得空间

8.1 空间向量的内积与长度和夹角

定义 8.1.1 (直线夹角). 两直线的方向向量直接按的夹角称为两直线的夹角，且规定它为锐角或

直角.

定义 8.1.2 (平面夹角). 两平面法向量的夹角称为两平面的夹角，通常也规定取锐角或直角.

定义 8.1.3 (直线和平面夹角). 直线 L与它在平面 Π上的投影直线 L1 的夹角 ϕ称为 L与 Π的

夹角. 规定 φ为锐角或直角.

定理 8.1.1. 直线 L1与 L2的夹角

∠(s1, s2) = arccos
|s1 · s2|

||s1|| ||s2||
= arccos

|m1m2 + n1n2 + p1p2|√
m2

1 + n2
1 + p21

√
m2

2 + n2
2 + p22

.

定理 8.1.2. 两平面夹角

θ = arccos
|n1 · n2|

||n1|| ||n2||
= arccos

|A1A2 +B1B2 + C1C2|√
A2

1 +B2
1 + C2

1

√
A2

2 +B2
2 + C2

2

.

其中 n1 = (A1, B1, C1), n2 = (A2, B2, C2)分别为两平面的任意一个法向量.

定理 8.1.3. 直线 L与平面 Π的夹角

ϕ = arcsin
|n · s|

||n|| ||s||
= arcsin

|Am+Bn+ Cp|
√
A2 +B2 + C2

√
m2 + n2 + p2

.

8.2 内积与欧几里得空间

定义 8.2.1 (内积、欧几里得空间). 设 V 是 R 上的一个线性空间，若 V 上有一个二元实函数

〈_, _〉，即对任意 α, β ∈ V，惟一确定地对应着一个实数 〈α, β〉，并且对任意 α, β, γ ∈ V, k ∈ R，满

足以下条件：

1. 〈α, β〉 = 〈β, α〉；

2. 〈kα, β〉 = k 〈α, β〉；

53



3. 〈α + β, γ〉 = 〈α, γ〉+ 〈β, γ〉；

4. 〈α, α〉 ⩾ 0，当且仅当 α = 0时 〈α, α〉 = 0.

则称 〈_, _〉为 V 上的一个内积，并称具有一个内积的实线性空间 V, 〈_, _〉为欧几里得（Euclid）

空间，国内常常简称欧几里得空间.

定义 8.2.2 (长度). 设 α是欧几里得空间 (V, 〈_, _〉)中的向量，则 α的长度 |α|定义为

|α| =
√
〈α, α〉 .

故非零向量的长度必是正数，只有零向量的长度为 0. 此外，∀k ∈ R，

|kα| =
√
〈kα, kα〉 =

√
k2 〈α, α〉 = |k|

√
〈α, α〉 = |k||α| .

这里 |k|表示实数 k 的绝对值，后一个 α表示向量 α的长度. 长度为 1的向量称为单位向量. 对任

意向量 α 6= 0，作 α0 =
1

|α|
α，则有

|α0| = 1

|α|
|α| = 1 .

定义 8.2.3 (向量夹角). 设 α, β 是欧几里得空间中两个非零向量，则 α与 β 的夹角 θ规定为

θ = arccos
〈α, β〉
|α||β|

, 0 ⩽ θ ⩽ π .

在此定义下，欧几里得空间中任意两个非零向量有唯一的夹角 θ(0 ⩽ θ ⩽ π).

定义 8.2.4 (正交、垂直). 如果欧几里得空间中两个向量 α, β 的内积为零，即

〈α, β〉 = 0,

则称 α, β 为互相正交的或互相垂直的，记为 α⊥β.

定理 8.2.1. 设 (V, 〈_, _〉)是一个欧几里得空间，则有

1. ∀β ∈ V，有 〈0, β〉 = 〈β, 0〉 = 0；反之，若 ∀β ∈ V 有 〈α, β〉 = 0，则 α = 0；

2. ∀α, β, γ ∈ V, k ∈ R，有 〈α, β + γ〉 = 〈α, β〉+ 〈α, γ〉 , 〈α, kβ〉 = k 〈α, β〉；

3. ∀αi, βj ∈ V, ki, lj ∈ R, i = 1, 2, · · · , r; j = 1, 2, · · · , s，

〈
r∑

i=1

kiαi,
s∑

j=1

ljβj

〉
=

r∑
i=1

s∑
j=1

kilj 〈αi, βj〉.
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定理 8.2.2. 设 (V, 〈_, _〉)是欧几里得空间，则对于任意向量 α, β ∈ V，有

| 〈α, β〉 | ⩽ |α||β| ,

当且仅当 α, β 线性相关时，等号成立. 其中前一个 |_|是绝对值，后两个 |_|是长度.

命题 8.2.1 (三角不等式). 设 α, β 是欧几里得空间中任意两个向量，则 |α + β| ⩽ |α|+ |β|.

命题 8.2.2 (勾股定理). 设 α, β 是欧几里得空间中的向量，且 α⊥β，则 |α + β|2 = |α|2 + |β|2.

8.3 度量矩阵与标准正交基

定义 8.3.1 (正交向量组，标准正交基). 欧几里得空间 V 中一组两两正交的非零向量称为正交

向量组. 由两两正交且长度为 1的向量组构成的基称为一组标准正交基.

定理 8.3.1. 在去定了 n维实线性空间 V 的一组基 ε1, ε2, · · · , εn 后，V 上的所有内积 〈_, _〉和

所有 n阶正定矩阵 A之间存在一一对应关系. 即 V 上任一个内积 〈_, _〉唯一确定一个 n阶正定矩

阵 A；反之，任一个 n阶正定矩阵 A唯一确定 V 上的一个内积 〈_, _〉.

定理 8.3.2. 同一有限维欧几里得空间中两组基的度量矩阵是相合的.

定理 8.3.3. 设 V 为欧几里得空间，α, β1, β2, · · · , βm ∈ V，则

1. 若 α⊥βi, i = 1, 2, · · · ,m，则有 α⊥(k1β1 + k2β2 + · · ·+ kmβm), ki ∈ R, i = 1, 2, · · · ,m；

2. 若 β1, β2, · · · , βm为正交向量组，则 β1, β2, · · · , βm线性无关.

定理 8.3.4 (施密特标准正交化). 设 α1, α2, · · · , αm(m ⩽ n)是 n维欧几里得空间 V 中的线性无

关组，则存在标准正交组 β1, β2, · · · , βm使得 βi是 α1, α2, · · · , αi(i = 1, 2, · · · ,m)的线性组合.

注. 在选定一组标准正交基下的条件，任意 n维欧几里得空间的两个向量的内积恰好是这两个

向量对应坐标向量在 Rn中的标准内积.
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8.4 正交矩阵与正交变换

定义 8.4.1 (正交矩阵). 设 A为实方阵，如果它满足 AAT = ATA = I，则称 A为正交矩阵.

定义 8.4.2 (正交变换). 欧几里得空间 V 上的线性变换 σ如果满足：对所有的 α, β ∈ V 成立

〈σ(α), σ(β)〉 = 〈α, β〉 ,

就称 σ是一个正交变换.

定理 8.4.1. R上的方阵 A为正交矩阵的充要条件是 A−1 = AT.

定理 8.4.2. n维欧几里得空间中由标准正交基 ε1, ε2, · · · , εn到另标准正交基 η1, η2, · · · , ηn的过

渡矩阵是正交矩阵. 反之，若 ε1, ε2, · · · , εn是一组标准正交基，而 ε1, ε2, · · · , εn到 η1, η2, · · · , ηn的

过渡矩阵是正交矩阵，那么 η1, η2, · · · , ηn也是一组标准正交基.

定理 8.4.3. 实方阵 Q是正交矩阵当且仅当 Q的列向量是在 Rn 的标准内积下的 n个相互正交

的单位向量，当且仅当 Q的行向量是在 Rn的标准内积下的 n个相互正交的单位向量.

定理 8.4.4. 设 σ 是欧几里得空间 V 上的线性变换，则 σ 是正交变换的充要条件为 ∀α ∈

V, |σ(α)| = |α|（即 σ保持所有向量的长度不变）.

定理 8.4.5. 设 σ是有限维欧几里得空间 V 上的线性变换，则下列论断等价：

1. σ是正交变换；

2. σ将标准正交基变换为标准正交基；

3. σ在任意一组标准正交基下的矩阵是正交方阵.

命题 8.4.1. 正交矩阵具有如下性质：

1. 若 A为正交矩阵，则 |A| = 1或 |A| = −1；

2. 正交矩阵的逆矩阵及转置矩阵仍为正交矩阵；

3. 若 A,B 是同阶正交矩阵，则 AB 也是正交矩阵；

4. 正交矩阵的每行（列）元素的平方和为 1，不同两行（列）的对应分量积之和为 0.
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命题 8.4.2. 同一有限维欧几里得空间 V 上的两个正交变换 σ, τ 的乘积 στ 仍是正交变换，任一

正交变换 σ均可逆，且 σ的逆 σ−1仍是正交变换.

命题 8.4.3. 1. 正交变换的行列式等于 1或 −1；

2. 正交变换和正交方阵的复特征值 λi的模 |λi| = 1，实特征值 λi = ±1；

3. 如果 1与 −1都是正交变换 σ的特征值，则特征子空间 V1⊥V−1.
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