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1 命题逻辑的基本概念

1.1 命题

定义 (命题). 命题是一个非真即假（不可兼）的陈述句.

定义 (命题变元). 当 P 表示任意命题时，P 就称为命题变项（变元）. 命题变项与命题
的区别好像变量与常量的关系.

定义 (原子命题). 简单命题又称原子命题，它是不包含任何的与、或、非一类联结词的命
题.

定义 (复合命题). 把一个或几个简单命题用联结词（如与、或、非）联结所构成的新的命
题称为复合命题，也成为分子命题.

1.2 命题联结词及真值表

定理. P → Q = ¬P ∨Q.

定理. (P → Q) ∧ (Q → P ) = P ↔ Q.

1.3 合式公式

定义 (合式公式). 合式公式（简记为 Wff ）的定义：

1. 简单命题是合式公式.

2. 如果 A 是合式公式，那么 ¬A 也是合式公式.

3. 如果 A,B 是合式公式，那么 (A ∧B), (A ∨ B), (A → B) 和 (A ↔ B) 是合式公式.

4. 当且仅当经过有限次地使用（1），（2），（3）所组成的符号串才是合式公式.

定义 (重言式). 如果一个公式，对于它的任一解释 I 下其值都为真，就称为重言式（永

真式）.

推论. 由 ∨、∧、→ 和 ↔ 联结的重言式仍是重言式.

定义 (可满足的公式). 一个公式，若有某个解释 I0，在 I0 下该公式真值为真，则称这个

公式是可满足的.

推论. 重言式是可满足的.

定义 (矛盾式). 如果一个公式，对于它的任一解释 I 下真值都是假，便称是矛盾式.
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推论. 不难看出这三类公式间有如下关系：

1. 公式 A 永真，当且仅当 ¬A 为假.

2. 公式 A 可满足，当且仅当 ¬A 非永真.

3. 不是可满足的公式必永假.

4. 不是永假的公式必可满足.

定义 (代入规则). 对代入规则，要求：

1. 公式中被代换的只能是命题变元（原子命题，而不能是复合命题）.

2. 对公式中某命题变项施以代入，必须对该公式中出现的所有同一命题变项代换同一公
式.

推论. A 是一个公式，对 A 使用带入规则得到公式 B，若 A 是重言式，则 B 也是重言

式.

1.4 命题形式化

1.5 波兰表达式

2 命题逻辑的等值和推理演算

2.1 等值定理

定义 (等值). 给定两个命题公式 A 和 B，而 P1, P2, · · · , Pn 是出现于 A 和 B 中的所有

命题变项，那么公式 A 和 B 共有 2n 个解释，若在其中的任一解释下，公式 A 和 B 的真值

都相等，就称 A 和 B 是等值的（或称等价）. 记作 A = B 或者 A ⇔ B.

定理 2.1.1. 对公式 A 和 B，A = B 的充分必要条件是 A ↔ B 是重言式.

定理 (等值的性质). 一般不将 = 看作联结词，而是看成表示公式 A 与 B 的一种关系.
这种关系具有 3 个性质：

1. 自反性. A = A.

2. 对称性. 若 A = B，则 B = A.

3. 传递性. 若 A = B，B = C，则 A = C.
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2.2 等值公式

定理. 以下是一些基本的等值公式（命题定律）.

1. 双重否定律

¬¬P = P .

2. 结合律
(P ∨Q) ∨R = P ∨ (Q ∨R) .

(P ∧Q) ∧R = P ∧ (Q ∧R) .

(P ↔ Q) ↔ R = P ↔ (Q ↔ R) .

(P → Q) → R ̸= P → (Q → R) .

3. 交换律
P ∨Q = Q ∨ P .

P ∧Q = Q ∧ P .

P ↔ Q = Q ↔ P .

P → Q ̸= Q → P .

4. 分配律
P ∨ (Q ∧R) = (P ∨Q) ∧ (P ∨R) .

P ∧ (Q ∨R) = (P ∧Q) ∨ (P ∧R) .

P → (Q → R) = (P → Q) → (Q → R) .

P ↔ (Q ↔ R) ̸= (P ↔ Q) ↔ (Q ↔ R) .

5. 等幂律（恒等律）
P ∧ P = P .

P ∨ P = P .

P → P = T .

P ↔ P = T .

6. 吸收律
P ∧ (P ∨Q) = P .

P ∨ (P ∧Q) = P .

7. 摩根律
¬(P ∨Q) = ¬P ∧ ¬Q .

¬(P ∧Q) = ¬P ∨ ¬Q .
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对蕴含词、双条件词作否定有

¬(P → Q) = P ∧ ¬Q .

¬(P ↔ Q) = ¬P ↔ Q = P ↔ ¬Q = (¬P ∧Q) ∨ (P ∧ ¬Q) .

8. 同一律
P ∨ F = P .

P ∧ T = P .

T → P = P .

T ↔ P = P .

还有

P → F = ¬P .

F ↔ P = ¬P .

9. 零律
P ∨ T = T .

P ∧ F = F .

还有

P → T = T .

F → P = T .

10. 补余律
P ∨ ¬P = T .

P ∧ ¬P = F .

还有

P → ¬P = ¬P .

¬P → P = P .

P ↔ ¬P = F .

11. P → Q = ¬P ∨Q.

12. P → Q = ¬Q → ¬P .

13. P → (Q → R) = (P ∧Q) → R.

14. P ↔ Q = (P ∧Q) ∨ (¬P ∧ ¬Q).

15. P ↔ Q = (P ∧Q) ∨ (¬P ∧ ¬Q).
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16. P ↔ Q = (P ∨ ¬Q) ∧ (¬P ∨Q).

17. P ↔ Q = (P → Q) ∧ (Q → P ).

18. P → (Q → R) = Q → (P → R).

19. (P → R) ∧ (Q → R) = (P ∨Q) → R.

定义 (置换规则). 对公式 A 的子公式，用与之等值的公式代换称为置换.

推论. 公式 A 的子公式置换后，A 化为公式 B，必有 A = B.
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