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1 集合与映射

1.1 集合

定理 1.1.1. 可列个可列集之并也是可列集.

定理 1.1.2. 有理数集 Q是可列集.

例 1.1.2. 整数集 Z是可列集.

1.2 映射与函数

定理 1.2.1 (三角不等式). 对于任意实数 a和 b，都有

||a| − |b|| ⩽ |a+ b| ⩽ |a|+ |b| .

定理 1.2.2 (平均值不等式). 对任意 n个正数 a1, a2, · · · , an，有

a1 + a2 + · · ·+ an
n

⩾ n
√
a1a2 · · · an ⩾ n

1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

an

,

等号当且仅当 a1, a2, · · · , an全部相等时成立.

2 数列极限

2.1 实数系的连续性

定理 2.1.1 (确界存在定理，实数系的连续性). 非空有上界的数集必有上确界，非空有下

界的数集必有下确界.

定理 2.1.2 (确界唯一性定理). 非空有界数集的上（下）界是唯一的.

定理 (Dedekind分割定理). 设 Ã/B̃是实数集 R的一个切割，则或者 Ã有最大数，或者 B̃

有最小数.
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2.2 数列极限

定理 2.2.1 (极限的唯一性). 收敛数列的极限必唯一.

定理 2.2.2 (极限的有界性). 收敛数列必有界.

定理 2.2.3 (极限的保序性). 设数列 {xn}, {yn} 均收敛，若 lim
n→∞

xn = a, lim
n→∞

yn = b，且

a < b，则存在正整数 N，当 n > N 时，成立

xn < yn .

推论 (极限的保号性). 1. 若 lim
n→∞

yn = b > 0，则存在正整数 N，当 n > N 时，

yn >
b

2
> 0 ;

2. 若 lim
n→∞

yn = b < 0，则存在正整数 N，当 n > N 时，

yn <
b

2
< 0 ;

定理 2.2.4 (极限的夹逼性). 若三个数列 {xn}, {yn}, {zn}从某项开始成立

xn ⩽ yn ⩽ zn , n > N0 ,

且 lim
n→∞

xn = lim
n→∞

zn = a，则 lim
n→∞

yn = a.

定理 2.2.5 (极限的四则运算). 设 lim
n→∞

xn = a, lim
n→∞

yn = b，则

1. lim
n→∞

(αxn + βyn) = αa+ βb（α，β 是常数）；

2. lim
n→∞

(xnyn) = ab；

3. lim
n→∞

(
xn

yn
) =

a

b
(b ̸= 0).

例 2.2.2. {qn} (0 < |q| < 1)是无穷小量.

例 2.2.4. lim
n→∞

n
√
n = 1.

例 2.2.6. 若 lim
n→∞

an = a，则

lim
n→∞

a1 + a2 + · · ·+ an
n

= a .
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例 2.2.7. lim
n→∞

(
√
n+ 1−

√
n) = 0.

例 2.2.8.

lim
n→∞

(an1 + an2 + · · ·+ anp )
1
n = max

1⩽i⩽p
{ai} ,

其中 ai ⩾ 0 (i = 1, 2, 3, · · · , p).

例 2.2.10. 当 a > 0时， lim
n→∞

n
√
a = 1.

例 2.2.12. 设 an > 0，且 lim
n→∞

an = a，则有

lim
n→∞

n
√
a1a2 · · · an = a .

习题 2.2.5. 若 lim
n→∞

x2n = lim
n→∞

x2n+1 = a，则 lim
n→∞

xn = a.

习题 2.2.6. 设√
xn ⩾ 0，且 lim

n→∞
xn = a ⩾ 0，则有 lim

n→∞

√
xn =

√
a.

习题 2.2.7. {xn}是无穷小量，{yn}是有界数列，则 {xnyn}是无穷小量.

2.3 无穷大量

定理 2.3.1. 设 xn ̸= 0，则 {xn}是无穷大量的充分必要条件是 { 1

xn

}是无穷小量.

定理 2.3.2. 设 {xn}是无穷大量，若当 n > N0时，{yn} ⩾ δ > 0成立，则 {xnyn}是无穷

大量.

推论. 设 {xn}是无穷大量， lim
n→∞

yn = b ̸= 0，则 {xnyn}与 {xn

yn
}都是无穷大量.

定理 2.3.3 (Stolz定理). 设 {yn}是严格单调增加的正无穷大量，且

lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1

= a （a可以为有限量，+∞与 −∞），

则

lim
n→∞

xn

yn
= a .

例 2.3.1. 设 |q| > 1，则 {qn}是无穷大量.
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例 2.3.3.

lim
n→∞

a0n
k + a1n

k−1 + · · ·+ ak−1n+ ak
b0nl + b1nl−1 + · · ·+ bl−1n+ bl

=



0, k < l,

a0
b0
, k = l,

∞, k > l .

例 2.3.4.

lim
n→∞

1k + 2k + · · ·+ nk

nk+1
=

1

k + 1
.

例 2.3.5. 设 lim
n→∞

an = a，则

lim
n→∞

a1 + 2a2 + · · ·+ nan
n2

=
a

2
.

2.4 收敛准则

定理 2.4.1 (单调有界定理). 单调有界数列必定收敛.

定理 2.4.2 (闭区间套定理). 如果 {[an, bn]}形成一个闭区间套，则存在唯一的实数 ξ属于

所有的闭区间 [an, bn]，且 ξ = lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn.

定理 2.4.3. 实数集 R是不可列集.

定理 2.4.4. 若数列 {xn}收敛于 a，则它的任何子列 {xnk
}也收敛于 a，即

lim
n→∞

xn = a ⇒ lim
n→∞

nnk
= a .

定理 2.4.5 (Bolzano–Weierstrass定理). 有界数列必有收敛子列.

定理 2.4.6. 若 {xn}是一个无界数列，则存在子列 {xnk
}，使得

lim
n→∞

xnk
= ∞ .

定理 2.4.7 (Cauchy收敛原理，实数系的完备性). 数列 {xn}收敛的充分必要条件是：{xn}

是基本数列.

定理 2.4.8. 实数系的完备性等价于实数系的连续性.

例 2.4.1. 设 x1 > 0，xn+1 = 1+
xn

1 + xn

，n = 1, 2, 3, · · · . 则有数列 {xn}收敛，且 lim
n→∞

xn =

1 +
√
5

2
.
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例 2.4.2. 设 0 < x1 < 1, xn+1 = xn(1− xn), n = 1, 2, 3, · · · . 则 {xn}收敛，且 lim
n→∞

xn = 0.

推论. lim
n→∞

(nxn) = 1，故 xn与
1

n
为等价无穷小.

例 2.4.4 (Fibonacci数列). 设 {an}为 Fibonacci数列，则有 lim
n→∞

an+1

an
=

√
5− 1

2
.

例 2.4.5. 数列 {n sin
180◦

n
}收敛.

注. 定义 π后，利用弧度制可以将以上极限式写成

lim
n→∞

sin(π/n)
π/n

= 1 .

例 2.4.6. 数列
{(

1 +
1

n

)n}
单调增加，数列

{(
1 +

1

n

)n+1
}
单调减少，两者收敛于同

一极限.

推论.
1

n+ 1
< ln(1 +

1

n
) <

1

n
.

例 2.4.7. 讨论数列 {an}，其中

an = 1 +
1

2p
+

1

3p
+ · · ·+ 1

np
(p > 0) .

当 p > 1时，数列 {an}收敛；当 0 < p ⩽ 1时，数列 {an}是正无穷大量.

例 2.4.8. 记 bn = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
− lnn，则数列 {bn}收敛.

例 2.4.14. 设数列 {xn}满足压缩性条件：

|xn+1 − xn| ⩽ k|xn − xn−1|, 0 < k < 1, n = 2, 3, · · · ,

则 {xn}收敛.

3 函数极限与连续函数

3.1 函数极限

定理 3.1.1 (极限的惟一性). 设 A与 B 都是函数 f(x)在点 x0处的极限，则 A = B.
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定理 3.1.2 (局部保序性). 若 lim
x→x0

f(x) = A, lim
x→x0

g(x) = B，（此处 A，B 可以是非∞的

广义极限）且 A > B，则存在 δ > 0，当 0 < |x− x0| < δ时，成立

f(x) > g(x) .

推论. 若 lim
x→x0

f(x) = A ̸= 0 （此处 A 可以是非 ∞ 的广义极限），则存在 δ > 0，当

0 < |x− x0| < δ时，成立

|f(x)| > |A|
2

.

推论. 若 lim
x→x0

f(x) = A, lim
x→x0

g(x) = B，（此处 A，B 可以是非∞的广义极限）且存在

r > 0，使得当 0 < |x− x0| < r时，成立 g(x) ⩽ f(x)，则

B ⩽ A .

推论 (局部有界性). 若 lim
x→x0

x = A，则存在 δ > 0，使得 f(x)在
◦
U(x0, δ)中有界.

定理 3.1.3 (极限的夹逼性). 若存在 r > 0，使得当 0 < |x− x0| < r时，成立

g(x) ⩽ f(x) ⩽ h(x) ,

且 lim
x→x0

g(x) = lim
x→x0

h(x) = A，则 lim
x→x0

f(x) = A（此处 A可以是非∞的广义极限）.

定理 3.1.4 (函数极限的四则运算). 设 lim
x→x0

f(x) = A, lim
x→x0

g(x) = B，则

1. lim
x→x0

(αf(x) + βg(x)) = αA+ βB （α, β 是常数）；

2. lim
x→x0

(f(x)g(x)) = AB；

3. lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

A

B
(B ̸= 0).

要求以上各式可以是广义极限，但不为待定型.

定理 3.1.5 (Heine定理). lim
x→x0

f(x) = A的充分必要条件是：对于任意满足 lim
n→∞

xn = x0，

且 xn ̸= x0 (n = 1, 2, 3, · · · )的数列 {xn}，相应的函数值数列 {f(xn)}成立

lim
n→∞

f(x) = A .

推论. lim
x→x0

f(x) 存在的充分必要条件是：对于任意满足条件 lim
n→∞

xn = x0 且 xn ̸= x0

(n = 1, 2, 3, · · · )的数列 {xn}，相应的函数值数列 {f(xn)}收敛.
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定理. 函数 f(x)在 x0极限存在的充分必要条件是 f(x)在 x0的左极限与右极限存在并且

相等.

定理 3.1.6. 函数极限 lim
n→∞

f(x)存在而且有限的充分必要条件是：对于任意给定的 ε > 0，

存在 X > 0，使得对于一切 x′, x′′ > X，成立

|f(x′)− f(x′′)| < ε .

推论. 可以对应给出函数极限 lim
x→x0

f(x), lim
x→x0+

f(x), lim
x→x0−

f(x), lim
x→−∞

f(x) 存在而且有限

的 Cauchy收敛原理.

例 3.1.4. lim
x→0

sinx
x

= 1.

推论. 在 0 < x <
π

2
时，有 sinx < x < tanx.

例 3.1.5. 对于任意实数 α ̸= 0，有

lim
x→0

sinαx
x

= α ;

对于任意实数 α, β ̸= 0，则有

lim
x→0

sinαx
sin βx

=
α

β
.

例 3.1.6. sin 1

x
在 x = 0没有极限.

例 3.1.12.

L = lim
x→∞

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ akx
k

bmxm + bm−1xm−1 + · · ·+ bjxj
=



an
bn

, n = m,

0, n < m ,

∞, n > m .

l = lim
x→0

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ akx
k

bmxm + bm−1xm−1 + · · ·+ bjxj
=



ak
bk
, k = j,

0, k > j ,

∞, k < j .

例 3.1.13. lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= e.

推论. lim
x→∞

(
1− 1

x

)x

=
1

e
.
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3.2 连续函数

定理 (连续函数的四则运算). 设 lim
x→x0

f(x) = f(x0), lim
x→x0

g(x) = g(x0)，则

1. lim
x→x0

(αf(x) + βg(x)) = αf(x0) + βg(x0)（α, β 是常数）；

2. lim
x→x0

(f(x)g(x)) = f(x0)g(x0)；

3. lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

f(x0)

g(x0)
(g(x0) ̸= 0).

定理 3.2.1 (反函数存在性定理). 若函数 y = f(x)，x ∈ Df 是严格单调增加（减少）的，

则存在它的反函数 x = f−1(y), y ∈ Rf，并且 f−1(y)也是严格单调增加（减少）的.

定理 3.2.2 (反函数连续性定理). 设函数 y = f(x)在闭区间 [a, b]上连续且严格单调增加，

f(a) = α, f(b) = β，则它的反函数 x = f−1(y)在 [α, β]连续且严格单调增加.

定理 3.2.3 (复合函数的连续性). 若 y = g(x)在点 x0连续，g(x0) = u0，又 y = f(u)在点

u0连续，则复合函数 f ◦ g(x)在点 x0连续.

推论. 若 f(x)在 x0连续，则有 lim
x→x0

f(x) = f

(
lim
x→x0

x

)
.

定理 3.2.4. 一切初等函数在其定义区间上连续.

例 3.2.7. 设 Riemann函数 R(x)定义如下：

R(x) =



1

p
, x =

q

p
(p ∈ N+, q ∈ Z\{0}，p, q互素) ,

1, x = 0 ,

0, x是无理数 ,

其中定义 R(0) = 1是因为 x = 0可写成 x =
0

1
，同时也保证了 R(x)的周期性.

有 R(x)在任意点 x0 的极限都存在，且极限值为 0. 换言之，一切无理点是 R(x)的连续

点，而一切有理点是 R(x)的第三类不连续点.

例 3.2.8. 区间 (a, b)上单调函数的不连续点必为第一类不连续点.
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3.3 无穷大量

定理. f(x) → A ⇔ f(x) = A+ o(1).

推论. α ∼ β ⇔ β = α + o(α).

定理 3.3.1 (等价量替换定理). 设 u(x), v(x)和 w(x)在 x0的某个去心邻域
◦
U 上有定义，且

lim
x→x0

v(x)

w(x)
= 1（即 v(x) ∼ w(x)(x → x0)），那么

1. 当 lim
x→x0

u(x)w(x) = A时， lim
x→x0

u(x)v(x) = A.

2. 当 lim
x→x0

u(x)

w(x)
= A时， lim

x→x0

u(x)

v(x)
= A.

例. sin ∼ x(x → 0), 1− cosx ∼ 1

2
x2(x → 0).

推论. arcsinx ∼ x(x → 0), tan x ∼ x(x → 0), arctanx ∼ x(x → 0).

例 3.3.1. x = o

((
−1

lnx

)k
)
(x → 0+, k ∈ N+).

例 3.3.2. e− 1
x = o(xk)(x → 0+, k ∈ N+).

例 3.3.3. ln(1 + x) ∼ x(x → 0).

例 3.3.4. ex − 1 ∼ x(x → 0).

例 3.3.5. (1 + x)α − 1 ∼ αx(x → 0).

例 3.3.8.

lim
x→∞

anx
n + an+1x

n+1 + · · ·+ amx
m

bnxn + bn+1xn+1 + · · ·+ bmxm
= lim

x→∞

amx
m

bmxm

=
am
bm

(am, bm ̸= 0) ,

lim
x→0

anx
n + an+1x

n+1 + · · ·+ amx
m

bnxn + bn+1xn+1 + · · ·+ bmxm
= lim

x→0

anx
n

bnxn

=
an
bn

(an, bn ̸= 0) .

3.4 闭区间上的连续函数

定理 3.4.1 (有界性定理). 若函数 f(x)在闭区间 [a, b]上连续，则它在 [a, b]上有界.

定理 3.4.2 (最值定理). 若函数 f(x)在闭区间 a, b上连续，则它在闭区间 a, b上必能取到

最大值与最小值，记存在 ξ和 η ∈ [a, b]，对于一切 x ∈ [a, b]，成立

f(ξ) ⩽ f(x) ⩽ f(η) .
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定理 3.4.3 (零点存在定理). 若函数 f(x)在闭区间 [a, b]上连续，且 f(a) · f(b) < 0，则一

定存在 ξ ∈ (a, b)，使得 f(ξ) = 0.

定理 3.4.4 (介值定理). 若函数 f(x)在闭区间 [a, b]上连续，则它一定能取到最大值M =

max{f(x) | x ∈ [a, b]}和最小值m = min{f(x) | x ∈ [a, b]}之间的任何一个值.

定理 3.4.5. 设函数 f(x) 在区间 X 上定义，则 f(x) 在 X 上一致连续的充分必要条件

是：对任何点列 {x′
n}(x′

n ∈ X) 和 {x′′
n}(x′′

n ∈ X)，只要满足 lim
n→∞

(x′
n − x′′

n) = 0，就成立

lim
n→∞

(f(x′
n)− f(x′′

n)) = 0.

定理 3.4.6 (Cantor定理). 若函数 f(x)在闭区间 [a, b]上连续，则它在 [a, b]上一致连续.

定理 3.4.7. 若函数 f(x)在有限开区间 (a, b)上连续，则 f(x)在 (a, b)上一致连续的充分

必要条件是：f(a+)与 f(b−)存在.

4 微分

4.1 微分和导数

定理 4.1.1. 函数 f(x)在 x处可微的充分必要条件是 f(x)在 x处可导.

4.2 导数的意义和性质

4.3 导数四则运算和反函数求导法则

定理 4.3.1 (加法求导法则). 设 f(x)和 g(x)在某一区间上是可导的，则对任意常数 c1 和

c2，它们的线性组合 c1f(x) + c2g(x)也在该区间上可导，且满足如下线性关系

[c1f(x) + c2g(x)]
′ = c1f

′(x) + c2g
′(x) .

定理 4.3.2 (乘法求导法则). 设 f(x)和 g(x)在某一区间上是可导的，则它们的积函数也在

该区间上可导，且满足

[f(x) · g(x)]′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x) ;
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相应的微分表达式为

d[f(x) · g(x)]′ = d[f(x)]g(x) + f(x)d[g(x)] .

定理 4.3.3 (倒数求导法则). 设 f(x)和 g(x)在某一区间上是可导的，且 g(x) ̸= 0，则它们

的商函数也在该区间上可导，且满足

[f(x) · g(x)]′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x) ;

相应的微分表达式为

d[f(x) · g(x)]′ = d[f(x)]g(x) + f(x)d[g(x)] .

推论 (除法求导法则). 设 g(x)在某一区间上可导，且 g(x) ̸= 0，则它的倒数也在该区间

上可导，且满足 [
f(x)

g(x)

]′
=

f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

[g(x)]2
;

相应的微分表达式为

d
[
f(x)

g(x)

]
=

g(x)d[f(x)]− f(x)d[g(x)]
[g(x)]2

.

定理 4.3.4 (反函数求导定理). 若函数 y = f(x) 在 (a, b) 上连续、严格单调、可导并且

f ′(x) ̸= 0，记 α = min{f(a+), g(b−)}, β = max{f(a+), f(b−)}, 则它的反函数 x = f−1(y) 在

α, β 上可导，且有

[f−1(y)]′ =
1

f ′(x)
.

4.4 复合函数求导法则及其应用

定理 4.4.1 (复合函数求导法则). 设函数 u = g(x) 在 x = x0 可导，而函数 y = f(u) 在

u = u0 = g(x0)处可导，则复合函数 y = f(g(x))在 x = x0可导，且有

[f(g(x))]′ = f ′(u0)g
′(x0) = f ′(g(x0))g

′(x0) .

4.5 高阶导数和微分

定理 4.5.1 (高阶导数加法求导法则). 设 f(x)和 g(x)都是 n阶可导的，则对任意常数 c1

和 c2，它们的线性组合 c1f(x) + c2g(x)也是 n阶可导的，且满足如下的线性运算关系

[c1f(x) + c2g(x)]
(n) = c1f

(n)(x) + c2g
(n)(x) .
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定理 4.5.2 (Leibniz公式). 设 f(x)和 g(x)都是 n阶可导函数，则它们的积函数也 n阶可

导，且成立公式

[f(x) · g(x)](n) =
n∑

k=0

Ck
nf

(n−k)(x)g(k)(x) .

5 微分中值定理及其应用

5.1 微分中值定理

定理 5.1.1 (Fermat引理). 设 x0是 f(x)的一个极值点，且 f(x)在 x0处导数存在，则

f ′(x0) = 0 .

定理 5.1.2 (Rolle定理). 设函数 f(x)在闭区间 [a, b]上连续，在开区间 (a, b)上可导，且

f(a) = f(b)，则至少存在一点 ξ ∈ (a, b)，使得

f ′(ξ) = 0 .

定理 5.1.3 (Lagrange中值定理). 设函数 f(x)在闭区间 [a, b]连续，在开区间 (a, b)可导，

则至少存在一点 ξ ∈ (a, b)，使得

f ′(ξ) =
f(b)− b(a)

b− a
.

推论. Lagrange公式也可以写成

f(b)− f(a) = f ′(a+ θ(b− a))(b− a), (θ ∈ (0, 1))

，或将 a记为 x，b− a记为 ∆x，则有

f(x+∆x)− f(x) = f ′(x+ θ∆x)∆x, θ ∈ (0, 1)

定理 5.1.4. 若 f(x)在 (a, b)上可导且有 f ′(x) ≡ 0，则 f(x)在 (a, b)上恒为常数.

定理 5.1.5 (一阶导数与单调性的关系). 设函数 f(x)在区间 I 上可导，则 f(x)在区间 I 上

单调增加的充分必要条件是：对于任一 x ∈ I 有 f ′(x) ⩾ 0；

特别地，若对于任一 x ∈ I 有 f ′(x) > 0，则 f(x)在 I 上严格单调增加.
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定理 5.1.6 (二阶导数与凸性的关系). 设函数 f(x)在区间 I 上二阶可导，则 f(x)在区间 I

上是下凸函数的充分必要条件是：对于任意 x ∈ I 有 f ′′(x) > 0.

特别地，若对于任意 x ∈ I 有 f ′′(x) > 0，则 f(x)在 I 上是严格下凸函数.

定理 5.1.7. 设 f(x)在区间 I 上连续，(x0 − δ, x0 + δ) ⊂ I .

1. 设 f(x)在 (x0 − δ, x0)与 (x0, x0 + δ)上二阶可导. 若 f ′′(x)在 (x0 − δ, x0)与 (x0, x0 + δ)

上的符号相反，则点 (x0, f(x0)) 是曲线 y = f(x) 的拐点；若 f ′′(x) 在 (x0 − δ, x0) 与

(x0, x0 + δ)上的符号相同，则点 (x0, f(x0))不是曲线 y = f(x)的拐点.

2. 设 f(x) 在 (x0 − δ, x0 + δ) 上二阶可导，若点 (x0, f(x0)) 是曲线 y = f(x) 的拐点，则

f ′′(x) = 0.

定理 5.1.8 (Jensen不等式). 若 f(x)为区间 I 上的下凸（上凸）函数，则对于任意 xi ∈ I

和满足
n∑

i=1

λi = 1的 λi > 0(i = 1, 2, · · · , n)，成立

f

(
n∑

i=1

λixi

)
⩽

n∑
i=1

λif(xi)

(
f(

n∑
i=1

)λixi ⩾
n∑

i=1

λif(xi)

)
.

特别地，取 λi =
1

n
(i = 1, 2, · · · , n)，就有

f

(
1

n

n∑
i=1

xi

)
⩽ 1

n

n∑
i=1

f(xi)

(
f

(
1

n

n∑
i=1

f(xi)

)
⩾ 1

n

n∑
i=1

f(xi)

)
.

定理 5.1.9 (Cauchy中值定理). 设 f(x)和 g(x)都在闭区间 [a, b]上连续，在开区间 (a, b)

上可导，且对于任意 x ∈ (a, b), g′(x) ̸= 0. 则至少存在一点 ξ ∈ (a, b)，使得

f ′(ξ)

g′(ξ)
=

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

例 5.1.1 (Legendre多项式). 如下定义的函数

pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n (n = 0, 1, 2, · · · )

被称为 Legendre多项式，且 pn(x)在 (−1, 1)上恰有 n个不同的根.

例 5.1.3.

| arctan a− arctan b| ⩽ |a− b| .
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5.2 L’Hospital法则

定理 5.2.1 (L’Hospital法则). 设函数 f(x)和 g(x)在 (a, a + d]上可导（d是某个正常数），

且 g′(x) ̸= 0. 若此时有

lim
x→a+

f(x) = lim
x→a+

g(x) = 0

或

lim
x→a+

g(x) = ∞ ,

且 lim
x→a+

f(x)

g(x)
存在（可以为有限或∞），则成立

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim

x→a+

f ′(x)

g′(x)
.

5.3 Taylor多项式和插值多项式

定理 5.3.1 (带 Peano余项的 Taylor多项式). 设 f(x)在 x0处有 n阶导数，则存在 x0的一

个邻域，对于该邻域中的任一点 x，成立

f(x) = f(x0) + f ′(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + · · ·+ f (n)

n!
(x− x0)

n + rn(x) ,

其中余项 rn(x)满足

rn(x) = o((x− xn)
n) .

定理 5.3.2 (带 Lagrange余项的 Taylor多项式). 设 f(x)在 [a, b]上具有 n阶连续导数，且

在 (a, b)上有 n+ 1阶导数. 设 x0 ∈ [a, b]为一定点，则对于任意 x ∈ [a, b]，成立

f(x) = f(x0) + f ′(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + · · ·+ f (n)

n!
(x− x0)

n + rn(x) ,

其中余项 rn(x)满足

rn(x) =
f (n)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1 .

定理 5.3.3 (插值多项式的余项定理). 设 f(x)在 [a, b]上具有 n阶连续导数，在 (a, b)上具

有 n+1阶导数，且 f(x)在 [a, b]上的m+1个互异点 x0, x1, · · · , xm上的函数值和若干阶导数

值 f (j)(xi)(i = 0, 1, · · · ,m, j = 0, 1, · · · , ni− 1,
m∑
i=0

ni = n+1)是已知的，则对于任意 x ∈ [a, b]，

上述插值问题有余项估计

rn(x) = f(x)− pn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!

m∏
i=0

(x− xi)
ni ,
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这里 ξ 是介于 xmin = min{x0, x1, · · · , xm, x}和 xmax{x0, x1, · · · , xm, x}之间的一个数（一般依

赖于 x）.

5.4 函数的 Taylor公式及其应用

定理 5.4.1. 设 f(x)在 x0的某个邻域有 n+ 2阶导数存在，则它的 n+ 1次 Taylor多项式

的导数恰为 f ′(x)的 n次 Taylor多项式.

5.5 应用举例

定理 5.5.1 (极值点判定定理). 设函数 f(x)在 x0点的某一邻域中有定义，且 f(x)在 x0点

连续.

1. 设存在 δ > 0，使得 f(x)在 (x0 − δ, x0)与 (x0, x0 + δ)上可导.

(a) 若在 (x0 − δ, x0)上有 f ′(x) ⩾ 0，在 (x0, x0 + δ)上有 f ′(x) ⩽ 0，则 x0是 f(x)的极

大值点.

(b) 若在 (x0 − δ, x0)上有 f ′(x) ⩽ 0，在 (x0, x0 + δ)上有 f ′(x) ⩾ 0，则 x0是 f(x)的极

小值点.

(c) 若 f ′(x)在 (x0 − δ, x0)与 (x0, x0 + δ)上同号，则 x0不是 f(x)的极值点.

2. 设 f ′(x0) = 0，且 f(x)在 x0点二阶可导.

(a) 若 f ′′(x0) < 0，则 x0是 f(x)的极大值点.

(b) 若 f ′′(x0) > 0，则 x0是 f(x)的极小值点.

(c) 若 f ′′(x0) = 0，则 x0可能是 f(x)的极值点，也可能不是 x0的极值点.

9 数项级数

9.2 上极限与下级限

定理 9.2.1. E 的上确界 H 和下确界 h均属于 E，即

H = maxE, h = minE .
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定理 9.2.2. lim
n→∞

xn存在（有限数、+∞或 −∞）的充分必要条件是

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn .

定理 9.2.3. 设 {xn}是有界数列. 则

1. lim
n→∞

= H 的充分必要条件是：对任意给定的 ε > 0，

(a) 存在正整数 N，使得

xn < H + ε

对一切 n > N 成立；

(b) {xn}中有无穷多项，满足

xn > H − ε .

2. lim
n→∞

= h的充分必要条件是：对任意给定的 ε > 0，

(a) 存在正整数 N，使得

xn > h− ε

对一切 n > N 成立；

(b) {xn}中有无穷多项，满足

xn < h+ ε .

定理 9.2.4 (上下级限的加法运算). 设 {xn}, {yn}是两数列，则

1. lim
n→∞

(xn + yn) ⩽ lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn，

lim
n→∞

(xn + yn) ⩾ lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn；

2. 若 lim
n→∞

xn存在，则

lim
n→∞

(xn + yn) = lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn，

lim
n→∞

(xn + yn) = lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn.

（要求上述诸式的右端不是待定型，即不为 (+∞) + (−∞)等.）

定理 9.2.5 (上下级限的乘法运算). 设 {xn}, {yn}是两数列，
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1. 若 xn ⩾ 0, yn ⩾ 0，则

lim
n→∞

(xnyn) ⩽ lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn ,

lim
n→∞

(xnyn) ⩾ lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn ;

2. 若 lim
n→∞

xn = x, 0 < x < +∞，则

lim
n→∞

(xnyn) = lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn ,

lim
n→∞

(xnyn) = lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn .

（要求上述诸式的右端不是待定型，即不为 0 · (+∞)等.）

定理 9.2.6 (上下级限的第二定义). 设 {xn}是一个有界数列，记

H∗ = lim
n→∞

sup
k>n

{xk} ,

h∗ = lim
n→∞

inf
k>n

{xk} .

则 H∗是 {xn}的最大极限点，h∗是 {xn}的最小极限点.

10 函数项级数

10.1 函数项级数的一致收敛性

定义 (函数项级数). 设 un(x)(n = 1, 2, 3, · · · )是具有公共定义域 E的一列函数，我们将这

无穷个函数的“和”

u1(x) + u2(x) + · · ·+ un(x) + · · ·

称为函数项级数，记为
∞∑
n=1

un(x).

定义 10.1.1 (收敛点、收敛域、和函数、点态收敛). 设 un(x)(n = 1, 2, 3, · · · )在 E上定义.

对于任一固定的 x0 ∈ E，若数项级数
∞∑
n=1

un(x0)收敛，则称函数项级数
∞∑
n=1

un(x)在点 x0 收

敛，或称 x0是
∞∑
n=1

un(x)的收敛点.

函数项级数
∞∑
n=1

un(x)的收敛点全体所构成的集合称为
∞∑
n=1

un(x)的收敛域.

设
∞∑
n=1

un(x)的收敛域为 D ⊂ E，则
∞∑
n=1

un(x)就定义了集合 D上的一个函数

S(x) =
∞∑
n=1

un(x), x ∈ D .
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S(x)称为
∞∑
n=1

un(x)的和函数. 由于这是通过逐点定义的方式得到的，因此称
∞∑
n=1

un(x)在

D上点态收敛于 S(x).

定义 10.1.2 (一致收敛). 设 {Sn(x)}(x ∈ D)是一函数序列，若对给定的 ε > 0，存在仅与

ε有关的正整数 N(ε)，当 n > N(ε)时，

|Sn(x)− S(x)| < ε

对一切 x ∈ D成立，则称 {Sn(x)}在 D上一致收敛于 S(x)，记为 Sn(x)
D⇒ S(x).

若函数项级数
∞∑
n=1

un(x)(x ∈ D)的部分和函数序列 {Sn(x)}，其中 Sn(x) =
n∑

k=1

uk(x)，在

D上一致收敛于 S(x)，则我们称
∞∑
n=1

un(x)在 D上一致收敛于 S(x).

定义 10.1.3 (内闭一致收敛). 若对于任意给定的闭区间 [a, b]ssetD，函数序列 {Sn(x)}在

[a, b]上一致收敛于 S(x)，则称 Sn(x)在 D上内闭一致收敛于 S(x).

定理 10.1.1. 设函数序列 {Sn(x)} 在集合 D 上点态收敛于 S(x)，定义 Sn(x) 与 S(x) 的

“距离”为

d(Sn, S) = sup
x∈D

|Sn(x)− S(x)| ,

则 |Sn(x)|在 D上一致收敛于 S(x)的充分必要条件是

lim
n→∞

d(Sn, S) = 0 .

推论. 若函数项级数
∞∑
n=1

un(x)在D上一致收敛，则函数序列 {un(x)}在D上一致收敛于

u(x) ≡ 0.

11 Euclid空间上的极限和连续

12 多元函数的微分学

12.1 偏导数与全微分

定理 12.1.1. 设 D ∈ R2为开集，(x0, y0) ∈ D为一定点. 如果函数

z = f(x, y)
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在 (x0, y0)可微，那么对于任一方向 v = (cosα, sinα)，f 在 (x0, y0)点沿方向 v的方向导数存

在，且

∂f

∂v
(x0, y0) =

∂f

∂x
(c0, y0) cosα +

∂f

∂y
(x0, y0) sinα .

定理 12.1.2. 设函数 x = f(x, y) 在 (x0, y0) 点的某个邻域上存在偏导数，并且偏导数在

(x0, y0)连续，那么 f 在 (x0, y0)点可微.

定理 12.1.3. 如果函数 z = f(x, y)的两个混合偏导数 fxx 和 fyx 在点 (x0, y0)连续，那么

等式

fxy(x0, y0) = fyx(x0, y0)

成立.

定理 12.1.4. 向量值函数 f 在 x0点可微的充分必要条件是向量值函数 f 的每个坐标分量

函数 fi(x1, x2, · · · , xn)(i = 1, 2, · · · ,m)都在 x0点可微. 此时成立微分公式

dy = f ′(x0)dx .

12.2 多元复合函数的求导法则

定理 12.2.1 (链式法则). 设 g在 (u0, v0) ∈ Dg点可导，即 x = x(u, v), y = y(u, v)在 (u0, v0)

点可偏导. 记 x0 = x(u0, v0), y0 = y(u0, v0)，如果 f 在 (x0, y0)点可微，那么

∂z

∂u
(u0, v0) =

∂z

∂x
(x0, y0)

∂x

∂u
(u0, v0) +

∂z

∂y
(x0, y0)

∂y

∂u
(u0, v0);

∂z

∂v
(u0, v0) =

∂z

∂x
(x0, y0)

∂x

∂v
(u0, v0) +

∂z

∂y
(x0, y0)

∂y

∂v
(u0, v0) .

定理 12.2.2 (链式法则). 设 g 在 x0 ∈ Dg 点可到，即 y1, y2, · · · , ym 在 x0 点可偏导，且 f

在 y0 = g(x0)点可微，则

∂z

∂xi

(x0) =
∂z

∂y1
(y0)

∂y1
∂xi

(x0) +
∂z

∂y2
(y0)

∂y2
∂xi

(x0) + · · ·+ ∂z

∂ym
(y0)

∂ym
∂xi

(x0), i = 1, 2, · · · , n .

上式可以用矩阵表示为

(
∂z

∂x1

,
∂z

∂x2

, · · · , ∂z

∂xn

)
x=x0

=

(
∂z

∂y1
,
∂z

∂y2
, · · · , ∂z

∂yn

)
y=y0



∂y1
∂x1

∂y1
∂x2

· · · ∂y1
∂xn

∂y2
∂x1

∂y2
∂x2

· · · ∂y2
∂xn

... ... . . . ...
∂ym
∂x1

∂ym
∂x2

· · · ∂ym
∂xn


x=x0

.
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或用向量值函数的导数记号表示为

(f ◦ g)′(x0) = f ′(y0)g
′(x0) .

定理 12.2.3. 设 f : Df (⊂ Rk) → Rm与 g : Dg(⊂ Rn) → Rℸ分别是多元向量值函数，且分

别在Df 与Dg 上具有连续导数. 如果 g的值域 g(Dg) ⊂ Df，并记 u = g(x)，那么复合向量值

函数 f ◦ g在 Dg 上也具有连续的导数，并且成立等式

(f ◦ g)′(x) = f ′(u) · g′(x) = f ′[g(x)] · g′(x) ,

其中 f ′(u), g′(x)和 (f ◦ g)′(x)是相应的导数，即 Jacobi矩阵.

12.3 中值定理和 Taylor公式

定理 12.3.1 (中值定理). 设二元函数 f(x, y)在凸区域 D ⊂ R2 上可微，则对于 D内任意

两点 (x0, y0)和 (x0 +∆x, y0 +∆y)，至少存在一个 θ(0 < θ < 1)，使得

f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0) = fx(x0 + θ∆x, y0 + θ∆y)∆x+ fy(x0 + θ∆x, y0 + θ∆y)∆y .

推论. 如果函数 f(x, y)在区域D ⊂ R2上的偏导数恒为零，那么它在D上必是常值函数.

定理 12.3.2. 设 n元函数 f(x1, x2, · · · , xn)在凸区域 D ⊂ R2上可微，则对于 D内任意两

点 (x0
1, x

0
2, · · · , x0

n)和 (x0
1 +∆x1, x

0
2 +∆x2, · · · , x0

n +∆xn)，至少存在一个 θ(0 < θ < 1)，使得

f(x0
1 +∆x1, x

0
2 +∆x2, · · · , x0

n +∆xn)− f(x0
1, x

0
2, · · · , x0

n)

=
n∑

i=1

fxi
(x0

1 + θ∆x1, x
0
2 + θ∆x2, · · · , x0

n + θ∆xn)∆xi .

定理 12.3.3 (Taylor公式). 设函数 f(x, y)在点 x0, y0 邻域 U = O((x0, y0), r)上具有 k + 1

阶连续偏导数，那么对于 U 内每一点 (x0 +∆x, y0 +∆y)都成立

f(x0 +∆x, y0 +∆y) = f(x0, y0) +

(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y

)
f(x0, y0)+

1

2!

(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y

)2

f(x0, y0) + · · ·+

1

k!

(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y

)k

f(x0, y0) + Rk .

其中 Rk =
1

(k + 1)!

(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y

)k+1

f(x0 + θ∆x, y0 + θ∆y)(0 < θ < 1)称为 Lagrange余

项.
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注. 这里(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y

)p

f(x0, y0) =

p∑
i=0

Ci
p

∂pf

∂xp−i∂yi
(x0, y0)(∆x)p−i(∆y)i (p ⩾ 1) .

推论. 设 f(x, y)在点 (x0, y0)的某个邻域上具有 k + 1阶连续偏导数，那么在点 (x0, y0)

附近成立

f(x0 +∆x, y0 +∆y) = f(x0, y0) +

(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y

)
f(x0, y0)+

1

2!

(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y

)2

f(x0, y0) + · · ·+

1

k!

(
∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y

)k

f(x0, y0) + o((
√
x2 + y2)k) .

定理 12.3.4. 设 n元函数 f(x1, x2, · · · , xn)在点 x0
1, x

0
2, · · · , x0

n附近具有 k + 1阶连续偏导

数，那么在这点附近成立如下的 Taylor公式：

f(x0
1 +∆x1, x

0
2 +∆x2, · · · , x0

n +∆xn)=f(x0
1, x

0
2, · · · , x0

n) +

(
n∑

i=1

∆xi
∂

∂xi

)
f(x0

1, x
0
2, · · · , x0

n)+

1

2!

(
n∑

i=1

∆xi
∂

∂xi

)2

f(x0
1, x

0
2, · · · , x0

n) + · · ·+ 1

k!

(
n∑

i=1

∆xi
∂

∂xi

)k

f(x0
1, x

0
2, · · · , x0

n) + Rk ,

其中

Rk =
1

(k + 1)!

(
n∑

i=1

∆xi
∂

∂xi

)k+1

f(x0
1 +∆x1, x

0
2 +∆x2, · · · , x0

n +∆xn), 0 < θ < 1

为 Lagrange余项.

12.4 隐函数

定理 12.4.1 (一元隐函数存在定理). 若二元函数 F (x, y)满足条件：

1. F (x0, y0) = 0；

2. 在闭矩形 D = {(x, y)||x− x0| ⩽ a, |y = y0| ⩽ b}上，F (x, y)连续，且具有连续偏导数；

3. Fy(x, y) ̸= 0，

那么

1. 在点 (x0, y0)附近可以从函数方程

F (x, y) = 0
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惟一确定隐函数

y = f(x), x ∈ O(x, ρ) ,

它满足 F (x, f(x)) = 0，以及 y0 = f(x0)；

2. 隐函数 y = f(x)在 x ∈ O(x0, ρ)上连续；

3. 隐函数 y = f(x)在 x ∈ O(x0, ρ)上有连续的导数，且

dy
dx

= −Fx(x, y)

Fy(x, y)
.

定理 12.4.2 (多元隐函数存在定理). 若 n+ 1元函数 F (x1, x2, · · · , xn, y)满足条件：

1. F (x0
1, x

0
2, · · · , x0

n, y
0) = 0；

2. 在闭矩形D = {(x, y)||xi − x0
i | ⩽ a, |y = y0| ⩽ b, i = 1, 2, · · · , n}上，F (x, y)连续，且具

有连续偏导数 Fy, Fxi
, i = 1, 2, · · · , n；

3. Fy(x
0
1, x

0
2, · · · , x0

n, y
0) ̸= 0，

那么

1. 在点 (x0
1, x

0
2, · · · , x0

n, y
0)附近可以从函数方程

F (x1, x2, · · · , xn, y) = 0

惟一确定隐函数

y = f(x1, x2, · · · , xn), x1, x2, · · · , xn ∈ O((x0
1, x

0
2, · · · , x0

n), ρ) ,

它满足 F (x1, x2, · · · , xn, f(x1, x2, · · · , xn)) = 0，以及 y0 = f(x0
1, x

0
2, · · · , x0

n)；

2. 隐函数 y = f(x1, x2, · · · , xn)在 x ∈ O((x0
1, x

0
2, · · · , x0

n), ρ)上连续；

3. 隐函数 y = f(x1, x2, · · · , xn)在 x ∈ O((x0
1, x

0
2, · · · , x0

n), ρ)上有连续的导数，且

dy
dxi

= −Fxi
(x1, x2, · · · , xn, y)

Fyi(x1, x2, · · · , xn, y)
, i = 1, 2, · · · , n .

定理 12.4.3 (多元向量值隐函数存在定理). 设函数 F (x, y, u, v)和 G(x, y, u, v)满足条件：

1. F (x0, y0, u0, v0) = 0, G(x0, y0, u0, v0) = 0；

2. 在闭长方体

D = {(x, y, u, v)||x− x0| ⩽ a, |y − y0| ⩽ b, |u− u0| ⩽ c, |v − v0| ⩽ d}

上，函数 F,G连续，且具有连续偏导数；
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3. 在 (x0, y0, u0, v0)点，行列式

∂(F,G)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣∣∣
Fu Fv

Gu Gv

∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0 ,

那么

1. 在点 x0, y0, u0, v0附近可以从函数方程组{
F (x, y, u, v) = 0 , G(x, y, u, v) = 0

惟一确定向量值隐函数u

v

 =

f(x, y)

g(x, y)

 , (x, y) ∈ O((x0, y0), ρ) ,

它满足


F (x, y, f(x, y), g(x, y)) = 0 ,

G(x, y, f(x, y), g(x, y)) = 0 ,

以及 u0 = f(x0, y0), v0 = g(x0, y0)；

2. 这个向量值隐函数在 O((x0, y0), ρ)上连续；

3. 这个向量值隐函数在 O((x0, y0), ρ)上具有连续的导数，且
∂u

∂x

∂u

∂y
∂v

∂x

∂v

∂y

 = −

Fu Fv

Gu Gv


−1Fx Fy

Gx Gy

 .

定理 12.4.4. 设 m个 n +m元函数 Fi(x1, x2, · · · , xn, y1, y2, · · · , ym)(i = 1, 2, · · · ,m)满足

以下条件：

1. Fi(x
0
1, x

0
2, · · · , x0

n, y
0
1, y

0
2, · · · , y0m) = 0, i = 1, 2, · · · ,m；

2. 在闭长方体

D = {(x0
1, x

0
2, · · · , x0

n, y
0
1, y

0
2, · · · , y0m)|

|xi − x0
i | ⩽ ai, |yj − y0j | ⩽ bj, i = 1, 2, · · · , n; j = 1, 2, · · · ,m}

上，函数 Fi(i = 1, 2, · · · ,m)连续，且具有连续偏导数；

3. 在 (x0
1, x

0
2, · · · , x0

n, y
0
1, y

0
2, · · · , y0m)点，Jacobi行列式

∂(F1, F2, · · · , Fm)

∂(y1, y2, · · · , ym)
̸= 0 ,

那么
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1. 在点 (x0
1, x

0
2, · · · , x0

n, y
0
1, y

0
2, · · · , y0m)的某个邻域上，可以从函数方程组

F1(x1, x2, · · · , xn, y1, y2, · · · , ym) = 0 ,

F2(x1, x2, · · · , xn, y1, y2, · · · , ym) = 0 ,

...

Fm(x1, x2, · · · , xn, y1, y2, · · · , ym) = 0 ,

惟一确定向量值隐函数

y1

y2

...

ym


=



f1(x1, x2, · · · , xn)

f2(x1, x2, · · · , xn)

...

fm(x1, x2, · · · , xn)


, (x1, x2, · · · , xn) ∈ O((x0

1, x
0
2, · · · , x0

n), ρ) ,

它满足

Fi(x1, x2, · · · , xn, f1(x1, x2, · · · , xn), f2(x1, x2, · · · , xn), · · · , fm(x1, x2, · · · , xn)) = 0 ,

以及 y0i = fi(x
0
1, x

0
2, · · · , x0

n)(i = 1, 2, · · · ,m)；

2. 这个向量值隐函数在 O((x0
1, x

0
2, · · · , x0

n), ρ)上连续；

3. 这个向量值隐函数在 O((x0
1, x

0
2, · · · , x0

n), ρ)上具有连续的导数，且

∂y1
∂x1

∂y1
∂x2

· · · ∂y1
∂xn

∂y2
∂x1

∂y2
∂x2

· · · ∂y2
∂xn

... ... . . . ...
∂ym
∂x1

∂ym
∂x2

· · · ∂ym
∂xn


=−



∂F1

∂y1

∂F1

∂y2
· · · ∂F1

∂ym
∂F2

∂y1

∂F2

∂y2
· · · ∂F2

∂ym
... ... . . . ...

∂Fm

∂y1

∂Fm

∂y2
· · · ∂Fm

∂ym



−1

∂F1

∂x1

∂F1

∂x2

· · · ∂F1

∂xn

∂F2

∂x1

∂F2

∂x2

· · · ∂F2

∂xn

... ... . . . ...
∂Fn

∂x1

∂Fn

∂x2

· · · ∂Fn

∂xn


.

在具体计算向量值隐函数的导数时，通常用以下方法：分别对

Fi(x1, x2, · · · , xn, y1, y2, · · · , ym) = 0, i = 1, 2, · · · ,m

关于 xj 求偏导，得到

∂Fi

∂xj

+
m∑
k=1

∂Fi

∂yk

∂yk
∂xj

= 0, i = 1, 2, · · · ,m .

解这个联立方程组，应用 Cramer法则得到

∂yk
∂xj

= −

∂(F1, F2, · · · , Fk−1, Fk, Fk+1, · · · , Fm)

∂(y1, y2, · · · , yk−1, xj, yk+1, · · · , ym)
∂(F1, F2, · · · , Fm)

∂(y1, y2, · · · , ym)

, k = 1, 2, · · · ,m; j = 1, 2, · · · , n .
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定理 12.4.5 (逆映射定理). 设 P0 = (u0, v0) ∈ D, x0 = x(u0, v0), y0 = y(u0, v0), P
′
0 =

(x0, y0)，且 f 在 D上具有连续导数. 如果在 P0点处的 Jacobi行列式

∂(x, y)

∂(u, v)
̸= 0 ,

那么存在 P ′
0的一个邻域 O(P ′

0, ρ)，在这个邻域上存在 f 的具有连续导数的逆映射 g：

u = u(x, y) , v = v(x, y) , (x, y) ∈ O(P ′
0, ρ) ,

满足

1. u0 = u(x0, y0), v0 = v(x0, y0)；

2.

∂u

∂x
=

∂y

∂v

/
∂(x, y)

∂(u, v)
,

∂u

∂y
= −∂x

∂v

/
∂(x, y)

∂(u, v)
,

∂v

∂x
= −∂y

∂u

/
∂(x, y)

∂(u, v)
,

∂u

∂y
=

∂x

∂u

/
∂(x, y)

∂(u, v)
.

定理 12.4.6. 设 D为 R2 中的开集，且映射 f : D → R2 在 D上具有连续导数. 如果 f 的

Jacobi行列式在 D上恒不为零，那么 D的像集 f(D)是开集.

12.5 偏导数在几何中的应用

定理 12.5.1. 曲线


F (x, y, z) = 0,

G(x, y, z) = 0

在 P0点的法平面就是由向量 gradF (P0)和 gradG(P0)

张成的过 P0的平面.

12.6 无条件极值

定理 12.6.1 (必要条件). 设 x0 为函数 f 的极值点，且 f 在 x0 点可偏导，则 f 在 x0 点的

各个一阶偏导数都为 0，即

fx1(x0) = fx2(x0) = · · · = fxn(x0) = 0 .

定理 12.6.2. 设 (x0, y0)为 f 的驻点，f 在 (x0, y0)附近具有二阶连续偏导数. 记

A = fxx(x0, y0), B = fxy(x0, y0), G = fyy(x0, y0) ,

并记

H =

∣∣∣∣∣∣∣
A B

B C

∣∣∣∣∣∣∣ = AC − B2 ,

那么
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1. 若 H > 0：A > 0时 f(x0, y0)为极小值；A < 0时 f(x0, y0)为极大值；

2. 若 H < 0：f(x0, y0)不是极值.

定理 12.6.3. 设 n元函数 f(x)在 x0 = (x0
1, x

0
2, · · · , x0

n)附近具有二阶连续偏导数，且 x0为

f(x)的驻点，那么当二次型

g(ζ) =
n∑

i,j=1

fxixj
(x0)ζiζj

正定时，f(x0)为极小值；当 g(ζ)负定时，f(x0)为极大值；当 g(ζ)不定时，f(x0)不是极值.

推论. 若 detAk > 0(k = 1, 2, · · · , n)，则二次型 g(ξ)是正定的，此时 f(x0)为极小值；若

(−1)k detAk > 0(k = 1, 2, · · · , n)，则二次型 g(ξ)是负定的，此时 f(x0)为极大值.

12.7 条件极值与 Lagrange乘数法

定理 12.7.1 (条件极值的必要条件). 若 x0 = (x0
1, x

0
2, · · · , x0

n)为函数 f(x)满足约束条件的

条件极值点，则必存在m个常数 λ1, λ2, · · · , λm，使得在 x0点成立

grad f = λ1grad g1 + λ2grad g2 + · · ·+ λmgrad gm .

定理 12.7.2. 设点 x0 = (x0
1, x

0
2, · · · , x0

n)及m个常数 λ1, λ2, · · · , λm满足方程
∂L

∂xk

=
∂f

∂xk

−
m∑
i=1

λi
∂gi
∂xk

= 0 ,

gt = 0 ,

(k = 1, 2, · · · , n; l = 1, 2, · · · ,m) ,

则当方阵 (
∂2L

∂xk∂xi

(x0, λ1, λ2, · · · , λm)

)
n×n

为正定（负定）矩阵时，x0 为满足约束条件的条件极小（大）值点，因此 f(x0)为满足约束

条件的条件极小（大）值.

13 重积分

13.1 有界闭区域上的重积分

定理 13.1.1. 有界点集 D是可求面积的充分必要条件是它的边界 ∂D的面积为 0.
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定理 13.1.2. 若 f(x, y)在零边界闭区域 D上连续，那么它在 D上可积.

命题. 设 D为 R2上的零边界闭区域，函数 z = f(x, y)在 D上有界. 将 D用曲线网分成

n个小区域 ∆D1,∆D2, · · · ,∆Dn，并记所有小区域 ∆Di的最大直径为 λ，即

λ = max{diam∆Di} .

在每个 ∆Di上任取一点 (ξi, ηi)，记 ∆σi为 ∆Di的面积.

设Mi和mi分别为 f(x, y)在 ∆Di上的上确界和下确界，定义 Darboux大和为

S =
n∑

i=1

Mi∆σi ;

Darboux小和为

s =
n∑

i=1

mi∆σi .

则有以下性质：

1. 若在已有的划分上添加有线条曲线作进一步划分，则 Darboux大和不增，Darboux小和

不减.

2. 任何一个 Darboux小和都不大于任何一个 Darboux大和. 因此，若记 I∗ = inf{S}, I∗ =

sup{s}（这里上、下确界是对所有划分来取的），则有

s ⩽ I∗ ⩽ I∗ ⩽ S .

3. f(x, y)在 D上可积的充分必要条件是：

lim
λ→0

(S − s) = 0 ,

即

lim
λ→0

n∑
i=1

ωi∆σi = 0 .

这里 ωi = Mi −mi是 f(x, y)在 ∆Di上的振幅. 此时成立

lim
λ→0

s = lim
λ→0

S =

∫∫
D

f(x, y)dσ .
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13.2 重积分的性质与计算

命题 (线性性). 设 f 和 g都在区域 Ω上可积，α, β为常数，则 αf +βg在 Ω上也可积，并

且 ∫
Ω

(αf + βg)dV = α

∫
Ω

fdV + β

∫
Ω

gdV .

命题 (区域可加性). 设区域 Ω被分成两个内点不相交的区域 Ω1和 Ω2，如果 f 在 Ω上可

积，则 f 在 Ω1和 Ω2上都可积；反之，如果 f 在 Ω1和 Ω2上可积，则 f 也在 Ω上可积. 此时

成立 ∫
Ω

fdV =

∫
Ω1

fdV +

∫
Ω2

fdV .

14 曲线积分、曲面积分与场论

14.1 第一类曲线积分与第一类曲面积分

定义 14.1.1 (第一类曲线积分). 设 L 是空间 R3 上一条可求长的连续曲线，其端点为 A

和 B，函数 f(x, y, z) 在 L 上有界. 令 A = P0, B = Pn. 在 L 上从 A 到 B 顺序地插入分点

P1, P2, · · · , Pn−1，再分别在每个小弧段 Pi−1Pi上任取一点 (ξi, ηi, ζi)，并记第 i个小弧段 Pi−1Pi

的长度为 ∆si(i = 1, 2, · · · , n)，作和式

n∑
i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆si .

如果当所有小弧段的最大长度 λ 趋于零时，这个和式的极限存在，且与分点 {Pi} 的取法及

Pi−1Pi 上的点 (ξi, ηi, ζi)的取法无关，则称这个极限值为 f(x, y, z)在曲线 L上的第一类曲线

积分，记为 ∫
L

f(x, y, z)ds 或

∫
L

f(P )dS .

即 ∫
L

f(x, y, z)ds = lim
λ→0

n∑
i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆si ,

其中 f(x, y, z)称为被积函数，L称为积分路径.

定义 14.1.2 (第一类曲面积分). 设曲面Σ为有界光滑（或分片光滑）曲面，函数 f(x, y, z)

在 Σ 上有界. 将曲面 Σ 用一个光滑曲线网分成 n片小区面 ∆Σ1,∆Σ2, · · · ,∆Σn，并记 ∆Σi
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的面积为 ∆Si. 在每片 ∆Σi上任取一点 (ξi, ηi, ζi)，作和式

n∑
i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆Si .

如果当所有小曲面 ∆Σi 的最大直径 λ 趋于 0 时，这个和式的极限存在，且极限值与小曲面

的分发和点 (ξi, ηi, ζi)的取法无关，则称此极限值为 f(x, y, z)在曲面 Σ 上的第一类曲面积分，

记为

∫∫
Σ

f(x, y, z)dS，即

∫∫
Σ

f(x, y, z)dS = lim
λ→0

n∑
i=1

f(ξi, ηi, ζi)∆Si ,

其中 f(x, y, z)称为被积函数，Σ 称为积分曲面.

定理 14.1.1. 设 L为光滑曲线，函数 f(x, y, z)在 L上连续，则 f(x, y, z)在 L上的第一类

曲线积分存在，且∫
L

f(x, y, z)ds =
∫ β

α

f(x(t), y(t), z(t))
√
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t)dt .

定理 14.1.2. 对于有界光滑曲面 Σ，可以计算其面积为

S =

∫∫
D

√
EG− F 2dudv ,

其中

E = ru · ru = x2
u + y2u + z2u ,

F = ru · rv = xuxv + yuyv + zuzv ,

G = rv · rv = x2
v + y2v + z2v ,

它称为曲面的 Gauss系数.

命题 (第一类曲线积分的线性性). 如果函数 f, g 在 L上的第一类曲线积分存在，则对于

任何常数 α, β, αf + βg在 L上的第一类曲线积分存在，且成立∫
L

(αf + βg)ds = α

∫
L

fds+ β

∫
L

gds .

命题 (第一类曲线积分的路径可加性). 设曲线 L分成了两段 L1, L2. 如果函数 f 在 L上的

第一类曲线积分存在，则它在 L1和 L2上的第一类曲线积分也存在. 反之，如果函数 f 在 L1

和 L2上的第一类曲线积分存在，则它在 L上的第一类曲线积分也存在. 并成立∫
L

fds =
∫
L1

fds+
∫
L2

fds .

32



附录 A 实数系基本定理之间的等价证明

A.1 九个实数系基本定理的叙述

定理A.1 (确界存在定理). 非空有上界的数集必有上确界，非空有下界的数集必有下确界.

定理 A.2 (单调有界定理). 单调有界数列必定收敛.

定理 A.3 (闭区间套定理). 如果 {[an, bn]}形成一个闭区间套，则存在唯一的实数 ξ 属于

所有的闭区间 [an, bn]，且 ξ = lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn.

定理 A.4 (Heine–Borel有限覆盖定理). 设∆是闭区间 [a, b]的一个无限开覆盖，则从∆中

可以选出有限个开覆盖 [a, b].

定理 A.5 (Bolzano–Weierstrass定理). 有界数列必有收敛子列.

定理 A.6 (Cauchy收敛原理). 数列 {xn}收敛的充分必要条件是：{xn}是基本数列.

定理 A.7 (Dedekind分割定理). 设 Ã/B̃是实数集 R的一个切割，则或者 Ã有最大数，或

者 B̃ 有最小数.

定理 A.8 (Weierstrass聚点原理). 设 E 是有界无限的实数点集，则 E 至少有一个聚点.

定理 A.9 (介值定理). 若函数 f(x)在闭区间 [a, b]上连续，则它一定能取到最大值 M =

max{f(x) | x ∈ [a, b]}和最小值m = min{f(x) | x ∈ [a, b]}之间的任何一个值.

A.2 用确界存在定理证明其它定理

A.2.1 单调有界定理

证. 不妨设 {xn}单调增加且有上界. 根据确界存在定理，由 {xn}构成的数集必有上确界

β，满足：

1. ∀n ∈ N+, xn ⩽ β；

2. ∀ε > 0, ∃ xn0 , xn0 > β − ε.
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取 N = n0，对 ∀n > N 有

β − ε < xn0 ⩽ xn ⩽ β ,

因而 |xn − β| < ε，于是得到

lim
n→∞

xn = β .

A.3 用单调有界定理证明其它定理

A.3.1 闭区间套定理

证. 设 {[an, bn]}构成闭区间套. 则有
[an+1, bn+1] ⊂ [an, bn], n = 1, 2, 3, · · ·

lim
n→∞

(bn − an) = 0 .

于是有

a1 ⩽ a2 ⩽ · · · ⩽ an ⩽ bn ⩽ · · · ⩽ b2 ⩽ b1 , n = 1, 2, 3, · · ·

于是 {an}单调增加且有上界，{bn}单调下降且有下界. 由单调有界定理，数列 {an}, {bn}极

限存在.

设 lim
n→∞

an = ξ, lim
n→∞

bn = ξ′. 于是有

ξ′ = lim
n→∞

bn = lim
n→∞

(bn − an) + lim
n→∞

an = 0 + ξ = ξ .

于是 ξ = ξ′. 考虑到 an ⩽ ξ ⩽ bn，于是有 ξ属于闭区间套中所有的闭区间.

再证 ξ 唯一. 若 ξ 不唯一，设存在 ξ′′ ̸= ξ 属于所有的闭区间. 有 an ⩽ ξ′′ ⩽ bn，且

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = ξ，由夹逼定理知道 ξ′′ = ξ，出现矛盾. 于是有 ξ唯一.

A.4 用闭区间套定理证明其它定理

A.4.1 单调有界定理

证. 设数列 {an}单调增有上界，其一个上界为M .
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下构造一个闭区间套 {[ln, rn]}. 令 l1 = a1, r1 = M . 设m1 =
l1 + r1

2
，考虑 [l1,m1]，[m1, r1]

两个闭区间. 若 [m1, r1]中含有 {an}中的项，则令 [l2, r2] = [m1, r1]，否则令 [l2, r2] = [l1,m1].

于是有 [l2, r2]中一定有 {an}中的项，且 r2一定是 {an}的上界. 类似地，令m2 =
l2 + r2

2
，若

[m2, r2]中含有数列 {an}中的项，则令 [l3, r3] = [m2, r2]，否则令 [l3, r3] = [l2,m2]. 依此类推可

以构造出一列闭区间. 显然有 lim
n→∞

(rn − ln) = 0，并且 [ln+1, rn+1] ⊂ [ln, rn], n = 1, 2, 3, · · ·，故

有 {[ln, rn]}形成闭区间套，且每一个闭区间中都有 {an}中的项存在，每一个 rn都是 {an}的

上界.

由闭区间套定理知道存在唯一的 ξ 属于闭区间套中所有的闭区间. 下证明数列 {an}收敛

于 ξ. 对 ∀ε > 0，一定可以取到一个闭区间 [lp, rp]，使得 rp− lp <
ε

2
. 由闭区间套构造过程知道

{an}中存在项落在区间 [lp, rp]中. 设其为 aq. 则取 N = q，对 ∀n > N，有 lp ⩽ aN ⩽ an ⩽ rp，

又知道 ξ ∈ [lp, rp]，于是有 |an − ξ| ⩽ |an − lp|+ |ξ − lp| < ε. 从而数列 {an}收敛.

A.4.2 Bolzano–Weierstrass定理

证. 设数列 {an}有界，即有M > 0，满足M > an, n = 1, 2, 3, · · · . 下构建一个闭区间套

{[ln, rn]}.

1. 令 a1 = −M, b1 = M .

2. 数列 {an}一定有无穷项在 [l1, r1]内. 将其一分为二，设m1 =
l1 + r1

2
，考虑两个闭区间

[l1,m1], [m1, r1]，至少有一个区间内包含无穷项数列项. 可以令其为 [l2, r2].

3. 依此类推，对 ∀n ∈ N+，可以构造出闭区间 [ln, rn].

有 lim
n→∞

(rn − ln) = lim
n→∞

2M

2n−1
= 0，且显然有 [ln+1, rbn+1] ⊂ [ln, rn]，于是有 {[ln, rn]}构成

一个闭区间套. 由闭区间套定理，存在唯一的 ξ属于闭区间套中所有的闭区间.

下构造一个收敛至 ξ 的子列 {ank
}. 由于数列 {an} 中有无穷项在 [ln, rn] 中，故可以取

an1 ∈ [l1, r1]. 然后可以取 n2 > n1，使得 an2 ∈ [l2, r2]. 依此类推，可以构造出子列 {ank
}. 因为

lp ⩽ anp ⩽ rp，且 lim
n→∞

lp = lim
n→∞

rp = ξ，由夹逼定理知道 lim
n→∞

anp = ξ，这个子列收敛.
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A.5 用 Heine–Borel有限覆盖定理证明其它定理

A.5.1 Weierstrass聚点原理

证. 用反证法. 设 E 没有聚点.

由于 E有界，存在 [a, b]，使得 E ⊂ [a, b]. ∀ε ∈ [a, b]，有 ε不是 E的聚点，则存在 ξ的邻

域 U(ξ, δε)，使得
◦
U(ξ, δε) ∩ E = ∅. 即除了 ξ之外，ξ的邻域 U(ξ, δε)中没有 E 的点.

记∆ = {U(ξ, δε) | ξ ∈ [a, b]}，则∆是 [a, b]的开覆盖. 根据 Heine-Borel有限覆盖定理知道

存在∆中有限的开区间 {U(ξi) | ξi ∈ [a, b], i = 1, 2, · · · , n}覆盖 [a, b]，即 [a, b] ⊂
n⋃

i=1

U(ξi)，自然

有 E ⊂ [a, b] ⊂
n⋃
i1

U(ξi). 根据假设
n⋃
i1

◦
U(ξi)∩E = ∅，从而 E是有限集，且 E ⊂ {ξ1, ξ2, ξ3, · · · }.

这与 E 是无限集矛盾.

A.6 用 Bolzano–Weierstrass定理证明其它定理

A.6.1 Cauchy收敛原理

证. ⇒)设数列 {an}收敛， lim
n→∞

an = A. 则对 ∀ε > 0，存在 N > N+，使得 ∀n > N，有

|an − A| ⩽ ε

2
. 取 N ′ = N，则有对 ∀n,m > N，有

|an − am| ⩽ |an − A|+ |am − A| < ε .

于是 {an}是基本数列.

⇐)设数列 {an}是基本数列.

先证数列 {an} 有界. 取 ε = 1，则存在 N，对 ∀n > N，有 |an − aN | ⩽ ε = 1. 令

M = max{|a1|, |a2|, · · · , |aN |, |aN |+1}，则有M ⩾ |an|, n = 1, 2, 3, · · · . 于是有数列 {an}有界.

再证数列 {an}收敛. 由于数列 {an}是基本数列，故存在M ∈ N+，使得 ∀p, q > M，有

|xp − xq| <
ε

2
.

又由 Bolzano–Weierstrass定理，数列 {an}存在子列 {ank
}收敛. 设 lim

n→∞
ank

= ξ. 则对 ∀ε > 0，

一定能取到 N > M，使得 ∀k > N，使得

|ank
− ξ| ⩽ ε

2
.
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于是对 ∀n > nN，有

|an − ξ| ⩽ |an − ank
|+ |ank

− ξ| ⩽ ε .

于是数列 {an}收敛向 ξ.

A.7 用 Cauchy收敛原理证明其它定理

A.8 用 Dedekind分割定理证明其它定理

A.9 用Weierstrass聚点原理证明其它定理

A.9.1 Bolzano–Weierstrass定理

证. 设 {an}为有界数列，B = {an |n = 1, 2, 3, · · · }. 下对 B 分类讨论.

当 B 为有限集时，设 B = {b1, b2, · · · , bm}. 则一定存在 bp ，有 bp 在数列 {an}中出现无

限次（若不然，则有 B中所有项在数列 {an}中出现有限次，而 B又是有限集，从而 {an}是

有限数列，矛盾）. 则将 {an}中所有等于 bp 的项提取出来成为一个子列 {ank
}，则有这个子

列为常数列，显然收敛.

当 B 为无限集时，由于数列 {an}有界，故 B 也有界. 由Weierstrass聚点原理知道 B 中

一定存在聚点 ξ. 下试构造一个 {an} 收敛至 ξ 的子列 {ank
}. 设 an1 = ap，其中 ap 为数列

{an}中第一个不等于 ξ 的项. 由聚点定义知道
◦
U(ξ,

1

n
)中有无限个 {an}中的项，于是可以取

到 n2 > n1，使得 an2 ∈
◦
U(ξ,

1

2
). 同理可以取到 n3 > n2，使得 an3 ∈

◦
U(ξ,

1

3
). 依此类推可以得

到数列 {ank
}，其中 ank

∈
◦
U(ξ,

1

n
)，从而有此数列收敛.

A.10 用连续函数介值定理证明其它定理

附录 B 常用结论

B.1 常用等价无穷小

• sin ∼ x(x → 0)

• arcsinx ∼ x(x → 0)

37



• 1− cosx ∼ 1

2
x2(x → 0)

• tanx ∼ x(x → 0)

• arctanx ∼ x(x → 0)

• (1 + x)α − 1 ∼ αx(x → 0)

• ex − 1 ∼ x(x → 0)

• ln(1 + x) ∼ x(x → 0)

• tanx− sinx ∼ 1

2
x3
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附录 C 导数表

(C)′ = 0 d(C) = 0 · dx = 0

(xα)′ = αxα−1 d(xα) = αxα−1dx

(sinx)′ = cosx d(sinx) = cosxdx

(cosx)′ = − sinx d(cosx) = − sinxdx

(tanx)′ = sec2 x d(tanx) = sec2 xdx

(cotx)′ = − csc2 x d(cotx) = − csc2 xdx

(secx)′ = tanx secx d(secx) = tanx secxdx

(cscx)′ = − cotx cscx d(cscx) = − cotx cscxdx

(arcsinx)′ =
1√

1− x2
d(arcsinx) =

1√
1− x2

dx

(arccosx)′ = − 1√
a− x2

d(arccosx) = − 1√
a− x2

dx

(arctanx)′ =
1

1 + x2
d(arctanx) =

1

1 + x2
dx

(arccotx)′ = − 1

1 + x2
d(arccotx) = − 1

1 + x2
dx

(ax)′ = ln a · ax d(ax) = ln a · axdx

(loga x)′ =
1

x ln a
d(loga x) =

1

x ln a
dx

(sinhx)′ = coshx d(sinhx) = coshxdx

(coshx)′ = sinhx d(coshx) = sinhxdx

(tanhx)′ = sech 2x d(tanhx) = sech 2xdx

(cothx)′ = −csch 2x d(cothx) = −csch 2xdx

(sinh−1 x)′ =
1

1 + x2
d(sinh−1 x) =

1

1 + x2
dx

(cosh−1 x)′ =
1

x2 − 1
d(cosh−1 x) =

1

x2 − 1
dx

(tanh−1 x)′ = (coth−1 x)′ =
1

1− x2
d(tanh−1 x) = d(coth−1 x) =

1

1− x2
dx
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附录 D 基本积分表

∫
xαdx =


1

α + 1
xα+1 + C , α ̸= −1

ln |x|+ C , α = −1

∫
lnxdx = x(lnx− 1) + C

∫
axdx =

ax

ln a
+ C ,特别地

∫
exdx = ex + C∫

sinxdx = − cosx+ C

∫
cosxdx = sinx+ C∫

tanxdx = − ln | cosx|+ C

∫
cotxdx = ln | sinx|+ C∫

secxdx = ln | secx+ tanx|+ C

∫
cscx = ln | cscx− cotx|+ C∫

sinhxdx = coshx+ C

∫
coshxdx = sinhx+ C∫

dx√
a2 − x2

= arcsin
x

a
+ C

∫
dx√

x2 ± a2
= ln |x+

√
x2 ± a2|+ C∫

dx
x2 − a2

=
1

2a
ln
∣∣∣∣x+ a

x− a

∣∣∣∣+ C

∫
dx

x2 + a2
=

1

a
arctan

x

a
+ C∫ √

a2 − x2dx =
1

2
x
√
a2 − x2 +

a2

2
arcsin

x

a
+ C∫ √

x2 ± a2dx =
1

2

(
x
√
x2 ± a2 ± a2 ln |x+

√
x2 ± a2|

)
+C .
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